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前言

泛函分析是数学的一个抽象分支, 它起源于经典分析. 人们在研究各种实际数学问题时
发现, 虽然他们研究的对象不同, 有时可能是序列, 有时可能是函数, 有时可能是欧氏空间中
的点, 但他们研究这些问题的方法和技巧本质上是一样的. 人们根据这个事实, 通过对问题
的提炼, 而获得了解决这些问题有效而统一的途径, 形成了一套综合应用代数、分析和几何
的理论, 这就是泛函分析的起源. 泛函分析与数学的几乎所有学科均有内在的联系, 在微分
方程的现代理论、调和分析、随机过程与随机分析学、计算数学、生物数学以及经济数学等

数学分支中有着十分重要的应用. 泛函分析在规划与优化、电子信息、控制论、自动化及管
理学等方面也有着十分重要的应用, 这也是越来越多的大学对工科学生开设泛函分析这门
课程的原因.

本书是针对工科各专业学生和没有修过实变函数的数学系学生讲授的泛函分析教材.
考虑到工科学生一般仅掌握高等数学的基本内容, 对于较深的数学内容 (如拓扑, Lebesgue
积分及集合论) 所知甚少, 我们在本书的编写过程中力图避开应用这些较深的数学内容. 考
虑到工科学生的数学基础, 我们尽量将所编内容细化, 在证明的推导过程中尽力给出详细过
程, 只要了解高等数学基本内容的学生就可以不费力地读懂此书, 从而掌握泛函分析的基本
内容及其在实际中的应用技巧. 我们希望学生们通过对详细推导过程的阅读和理解, 不光可
以掌握泛函分析的基本内容和应用技巧, 也可以同时提高他们的抽象逻辑思维能力, 这对他
们以后在学习和工作中掌握更加深人的数学知识是十分必要的.

本书涵盖了泛函分析的基本内容. 第 1 章讨论度量空间, 这是全书的基础. 在这一部分
中, 将给出度量空间的基本例子, 研究度量空间的基本性质, 包括开集、闭集、内部、闭包、
稠密性、序列的收敛性、可分性、完备性、紧性、映射的连续性等, 在这一部分里还将介绍
著名的 Banach 不动点定理, 它在数学的许多分支均有重要的应用. 第 2 章讲授赋范空间
的基本内容, 包括线性空间的维数、Hamel 基、线性算子, 线性泛函以及线性泛函的表示等.
第 3 章研究内积空间, 主要内容包括 Hilbert 空间的正交投影、正交分解、标准正交基以及
Hilbert 空间上有界线性泛函的表示等. 第 4 章是本书的核心内容, 将建立赋范空间中的四
大基本定理, 即 Hahn-Banach定理、一致有界性原理、开映射定理和闭图像定理, 在这一章
里还将给出这些基本定理的几个应用. 第 5章主要讨论有界线性算子的谱论, 首先给出谱论
的一般理论, 然后研究紧算子的谱论及自伴算子的谱论.

由于工科学生更加注重泛函分析的应用, 我们在每个重要理论之后力图多给一些此类
抽象理论的具体应用. 这些应用包括 Banach不动点定理在求解线性方程组、微分方程初值
问题解的局部存在性、求解函数积分方程及隐函数存在定理方面的应用. 在第 4 章的最后
一节, 给出了泛函分析在逼近论中的几个应用, 包括 Chebyshev 多项式、最小二乘法及三阶
样条函数等. 另外在第 4 章还给出了一致有界性原理在周期函数傅里叶级数收敛性、序列
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II 前言

的可求和性以及求数值积分等方面的几个典型应用. 为了使所讲授的主要内容紧凑些, 将与
集合的半序性及势的概念与基本性质安排在附录中, 以便于读者自己补充这方面的知识.
本书是作者在清华大学多年讲授针对工科研究生的基础泛函分析这门课程的讲义基础

上形成的. 在本书的撰写过程中, 得到了不少专家、同事及这门课程助教们的支持和帮助,
作者借此机会一并向他们表示衷心的感谢. 对于书中的疏漏之处, 也请读者给予批评指正.

步尚全

2010 年 9 月于清华园



符号表

K 实数集或复数集

R 实数集

C 复数集

Q 有理数集

N 自然数集

Z 整数集

Re(λ) 复数 λ 的实部

Im(λ) 复数 λ 的虚部

λ̄ 复数 λ 的共轭复数

d(x, y) 从 x 到 y 的度量

B(x, r) 以 x 为中心以 r 为半径的开球

B̄(x, r) 以 x 为中心以 r 为半径的闭球

S(x, r) 以 x 为中心以 r 为半径的球面

M◦ M 的内部

M̄ M 的闭包

M ′ M 的导集

ρ(x,M) 点 x 到集合 M 的距离

diam(M) 集合 M 的直径

s 全体数列之集

ℓp(1 ⩽ p < ∞) p-阶可和的数列空间
ℓ∞ 有界数列空间

c0 收敛到 0 的数列空间
C[a, b] 闭区间 [a, b] 上的连续函数空间

D(T ) 线性算子 T 的定义域

N(T ) 线性算子 T 的零空间

R(T ) 线性算子 T 的像空间

IX X 上的恒等映射

span(M) 由 M 生成的线性子空间

dim(X) 线性空间 X 的维数

X∗ 线性空间 X 的代数对偶空间

X ′ 赋范空间 X 的对偶空间

X ′′ 赋范空间 X 的二次对偶空间

III



IV 符号表

‖T‖ 线性算子 T 的范数

B(X,Y ) 从赋范空间 X 到赋范空间 Y 的有界线性算子空间

B(X) 赋范空间 X 上的有界线性算子空间

T (M) 集合 M 通过映射 T 下的像集

T−1(M) 集合 M 在映射 T 下的逆像

T ∗ 算子 T 的共轭算子或伴随算子

X/M 商空间

x̂ 商空间中 x 所代表的等价类

GT 线性算子 T 的图像

xn → x {xn} 收敛到 x

xn ⇀ x {xn} 弱收敛到 x

BV [a, b] [a, b] 上的有界变差函数空间

‖ω‖bv ω 的有界变差范数

J : X → X ′′ 从赋范空间 X 到其二次对偶空间 X ′′ 的典范映射

M⊥ M 的正交补

ρ(T ) 线性算子 T 的预解集

σ(T ) 线性算子 T 的谱集

σp(T ) 线性算子 T 的点谱

σc(T ) 线性算子 T 的连续谱

σr(T ) 线性算子 T 的剩余谱

r(T ) 有界线性算子 T 的谱半径

ω(T ) 有界线性算子 T 的数值值域

R(T ) 有界线性算子 T 的数值半径

R(λ, T ) 线性算子 T 的预解式

M ⊕N M 与 N 的直和

K(X,Y ) 赋范空间 X 到赋范空间 Y 的紧算子空间

K(X) 赋范空间 X 到 X 的紧算子空间
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第 1 章 度量空间

本章将研究度量空间的基本结构, 给出度量空间的基本例子, 讨论度量空间的完备性、
可分性, 子集的稠密性、紧性, 序列的收玫性, 度量的等价性, 度量空间之间映射的连续性.
在最后一节, 介绍 Banach 不动点定理及其应用. 这一章提供了全书的基础知识.

1.1 度量空间的定义及例子

度量空间是泛函分析最基本的研究框架, 其在泛函分析中的作用如同实数集 R 在微积
分中的作用. 事实上, 它是实数集 R 的推广. 度量空间为统一处理分析各个分支中的重要问
题提供了一个共同基础. 度量空间是更加一般的拓扑空间的特例, 但在泛函分析研究中我们
仅限于度量空间的研究. 也就是说在泛函分析中我们将要遇到的空间均为度量空间.
度量空间的概念起源于经典分析, 人们在研究线性常微分方程、偏微分方程、变分法以

及逼近论时, 发现不同领域的不同问题虽然提法不一样, 但却具有相互关联的特征和性质.
人们由此通过去伪存真的提炼, 获得了处理这些问题的一个有效统一的途径, 度量空间的概
念和内容就是这样一个十分标准的例子. 在以后的章节里我们还会接触到赋范空间和内积
空间的概念, 其结构和内容较度量空间更加丰富. 在泛函分析研究中, 我们经常将符合一定
要求的元素放在一起所构成的集合称之为一个 “空间”, 而该空间中的元素称之为该空间的
“点”. 这样的点可以是欧氏空间中真正意义下的点, 也可以是数列或函数. 在泛函分析中我
们很少研究一个点 (如一个函数或是一个数列) 的具体性质, 而是研究一个空间中点与点之
间的关系, 以及空间中符合一定条件的点组成的该空间子集的一些性质.
有时我们需要在空间中的两点间研究它们之间的 “距离”, 比如欧氏空间 Rn 中两点

x = (x1, x2, · · · , xn) 和 y = (y1, y2, · · · , yn) 之间的欧氏距离

d2(x,y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|2
)1/2

,

或是闭区间 [a, b] 上两个连续函数之间的平均距离

d1(f, g) =

∫ b

a

|f(t)− g(t)|dt.

这些距离表面上可能会很不一样, 即使在同一个空间上的不同距离在形式上也可能千变万
化, 但本质上空间中两点距离最主要的性质可以归纳为四条, 这就是将要引入的四条度量公
理.

定义 1.1.1 设 X 为集合, d 为 X ×X 上的实值函数. 称 d 为 X 上的度量 (也称为距离),
若 d 满足下述公理:

1



2 第 1 章 度量空间

(1) ∀x, y ∈ X, d(x, y) ⩾ 0 (非负性);
(2) 若 x, y ∈ X, 则 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y (非退化性);
(3) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x) (对称性);
(4) ∀x, y, z ∈ X, d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y) (三角不等式).

此时称序对 (X, d) 为度量空间 (也称为距离空间), 为叙述方便, 有时也简称 X 为度量

空间. d(x, y) 称为从 x 到 y 的度量 (或距离). X 中的元素称为度量空间 (X, d) 中的点.
定义 1.1.1 中的四个条件称为度量公理. 由度量公理中的三角不等式可以得到广义三角

不等式: 任给 x1, x2, · · · , xn ∈ X, 有

d (x1, xn) ⩽ d (x1, x2) + d (x2, x3) + · · ·+ d (xn−1, xn) .

另外, 若 Y ⊂ X, 则 d 在 Y × Y 上的限制 d|Y×Y 为 Y 上的度量, 从而 (Y, d|Y×Y ) 也为度

量空间, 我们称此度量空间为 (X, d) 的 (度量) 子空间, 简记为 Y . 很多常见的集合都可以
赋予一个度量而成为度量空间. 在本书中, 我们用 K 来统一表示复数集 C 或实数集 R.

例 1.1.1 设数集 A ⊂ K. 任给 x, y ∈ A, 令 d(x, y) = |x− y|. 则 d 为 A 上的度量.

例 1.1.2 设 1 ⩽ p < ∞, A ⊂ Kn, 其中 n ⩾ 1. 任给 A 中元素 x = (x1, x2, · · · , xn) 及

y = (y1, y2, · · · , yn), 令

dp(x,y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

.

则 dp 为 A 上的度量. 事实上, 度量公理中的前三条很容易验证, 第四条我们将在 Hölder 不
等式 (定理 1.1.1) 建立之后给出证明.

例 1.1.3 设 A ⊂ Kn, 其中 n ⩾ 1. 任给 A 中元素 x = (x1, x2, · · · , xn) 及 y = (y1, y2, · · · , ,
yn), 令

d∞(x,y) = max
1⩽i⩽n

|xi − yi| .

则 d∞ 为 A 上的度量. 度量公理的前三条容易验证的. 为了证明三角不等式, 任取 A 中元

素

x = (x1, x2, · · · , xn) , y = (y1, y2, · · · , yn) , z = (z1, z2, · · · , zn) ,

对于 1 ⩽ i ⩽ n, 利用数集 K 中的三角不等式有

|xi − yi| ⩽ |xi − zi|+ |zi − yi| ⩽ d∞(x, z) + d∞(z,y),

从而

d∞(x, y) ⩽ d∞(x, z) + d∞(z, y).

这就证明了 d∞ 满足三角不等式.

例 1.1.4 设 a < b, 令 C[a, b] 为所有闭区间 [a, b] 上连续函数构成的集合. 由连续函数的
性质, 任给 x ∈ C[a, b], 函数 |x| 必在 [a, b] 达到上确界, 即存在 t0 ∈ [a, b] 使得 |x (t0)| =
maxt∈[a,b] |x(t)|. 对于 x, y ∈ C[a, b], 令

d∞(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|.
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则 d∞ 为 C[a, b] 上的度量. 事实上, 度量公理的前三条也是显然成立的. 若 x, y, z ∈
C[a, b], t ∈ [a, b], 则

|x(t)− y(t)| ⩽ |x(t)− z(t)|+ |z(t)− y(t)| ⩽ d∞(x, z) + d∞(z, y),

因此有

d∞(x, y) ⩽ d∞(x, z) + d∞(z, y).

这就证明了三角不等式. 如果不加特殊说明, 以后我们在考虑连续函数空间 C[a, b] 时, 总赋
予这个度量.

例 1.1.5 设 X 为集合, 若 x, y ∈ X, 定义

d(x, y) =

0, x = y,

1, x 6= y.

我们来证明 d 为 X 上的度量. 度量公理中的前三条由定义容易验证. 设 x, y, z ∈ X, 若
x = y, 则由定义有 d(x, y) = 0, 又因为 d(x, z) ⩾ 0 及 d(z, y) ⩾ 0, 所以必有

d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y).

若 x 6= y, 则 d(x, y) = 1. 由于 x 6= y, 所以要么 x 6= z, 要么 z 6= y, 从而要么 d(x, z) = 1,
要么 d(z, y) = 1, 又由于 d(x, z) 和 d(z, y) 均为非负的, 所以总有

d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y).

这就证明了 d 满足三角不等式. 这个度量 d 称为 X 上的离散度量, (X, d) 称为离散度量空

间.

例 1.1.6 设
s = {{xn} : xn ∈ K}

为所有数列的集合. 若 x = {xn} , y = {yn} ∈ s, 令

d(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
· |xn − yn|
1 + |xn − yn|

.

由于

|xn − yn|
1 + |xn − yn|

⩽ 1,
∞∑

n=1

1

2n
< ∞,

所以 d(x, y) 的定义有意义. 下面证 d 为 s 上的度量. 度量公理中的前三条是显然成立的.
为证三角不等式, 考虑函数 f(t) = t

1+t
, 其中 t ⩾ 0. 我们有 f ′(t) = 1

(1+t)2
> 0, 因此 f 为单

调递增函数. 任给
x = {xn} , y = {yn} , z = {zn} ∈ s,
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则
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
= f (|xn − yn|) ⩽ f (|xn − zn|+ |zn − yn|)

=
|xn − zn|+ |zn − yn|

1 + |xn − zn|+ |zn − yn|
⩽ |xn − zn|

1 + |xn − zn|
+

|zn − yn|
1 + |zn − yn|

.

不等式两边同时乘以 1
2n

, 然后求和即为三角不等式

d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y).

例 1.1.7 设 (X1, d1) , (X2, d2) 为度量空间, 考虑笛卡儿乘积

X = X1 ×X2 = {(x1, x2) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} .

在 X 上定义

d∞ ((x1, x2) , (y1, y2)) = max {d1 (x1, y1) , d2 (x2, y2)} .

则易证 d∞ 为 X 上的度量.

例 1.1.8 令 ℓ∞ 为所有有界数列构成的集合, 即数列 x = {xn} ∈ ℓ∞ 当且仅当存在与 x 有

关的常数 C ⩾ 0, 任给 n ⩾ 1, 有 |xn| ⩽ C. 若 x, y ∈ ℓ∞, x = {xn} , y = {yn}, 令

d∞(x, y) = sup
n⩾1

|xn − yn| .

则 d∞ 为 ℓ∞ 上的度量. 事实上, 度量公理中的前三条是显然成立的. 为了证明三角不等式,
设 x, y, z ∈ ℓ∞,

x = {xn} , y = {yn} , z = {zn} .

则

|xn − yn| ⩽ |xn − zn|+ |zn − yn| ⩽ d∞(x, z) + d∞(z, y),

从而

d∞(x, y) ⩽ d∞(x, z) + d∞(z, y).

即三角不等式对 d∞ 成立.

例 1.1.9 设 1 ⩽ p < ∞, 称数列 x = {xn} 为 p-阶可和的数列, 若
∞∑

n=1

|xn|p < ∞.

我们用 ℓp 表示所有 p-阶可和的数列构成的集合. 若 x, y ∈ ℓp,

x = {xn} , y = {yn} ,

令

dp(x, y) =

(
∞∑

n=1

|xn − yn|p
)1/p

.
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则 dp(x, y) 有意义, 这是因为
∞∑

n=1

|xn − yn|p ⩽
∞∑

n=1

(|xn|+ |yn|)p ⩽ 2p
∞∑

n=1

max {|xn| , |yn|}p

= 2p
∞∑

n=1

max {|xn|p , |yn|p} ⩽ 2p

(
∞∑

n=1

|xn|p +
∞∑

n=1

|yn|p
)

< ∞.

dp 为 ℓp 上的度量. 度量公理中的前三条也是显然成立的. 三角不等式则是下述 Hölder 不
等式的直接推论.

定理 1.1.1 (Hölder 不等式) 设 1 < p, q < ∞ 且 1
p
+ 1

q
= 1 (此时称 p, q 互为共轭指数),

x = {xn} ∈ ℓp, y = {yn} ∈ ℓq. 则 {xnyn} ∈ ℓ1 且

∞∑
n=1

|xnyn| ⩽
(

∞∑
n=1

|xn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|yn|q
)1/q

. (1.1)

证明 由 1
p
+ 1

q
= 1 易得 (p − 1)(q − 1) = 1. 考虑函数 u = tp−1, 其中 t ⩾ 0. 其反函数为

t = uq−1, 其中 u ⩾ 0. 设 α > 0, β > 0. 曲线 u = tp−1 的图像将 Otu 平面上由 (0, 0), (0, β),
(α, β) 及 (α, 0) 所组成的矩形分为两部分 I 和 II. 此时有两种可能性, 如图 1.1 所示.

t

u

O

I

II

α

β

u = tp−1

(a)

t

u

O

I

II

α

β

u = tp−1

(b)

图 1.1: (a) p = 1.9; (b) p = 1.4.

如果是图 1.1(a) 的情形, 则上述矩形的面积 αβ 是两部分 I 和 II 的面积之和, 第一部
分的面积等于 u = tp−1 的反函数 t = uq−1 在区间 [0, β] 上的积分, 第二部分的面积则小于
等于函数 u = tp−1 在区间 [0, α] 上的积分, 从而

αβ ⩽
∫ α

0

tp−1 dt+
∫ β

0

uq−1 du. (1.2)

易见上式在图 1.1(b) 的情形也成立. 因此我们总有

αβ ⩽ αp

p
+

βq

q
.
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上式当 α = 0 或 β = 0 时显然也成立. 若

x = {xn} ∈ ℓp, y = {yn} ∈ ℓq

满足条件
∞∑

n=1

|xn|p =
∞∑

n=1

|yn|q = 1

利用已证不等式 (1.2), 有

|xnyn| = |xn| |yn| ⩽
|xn|p

p
+

|yn|q

q
,

从而, 成立
∞∑

n=1

|xnyn| ⩽
∑∞

n=1 |xn|p

p
+

∑∞
n=1 |yn|

q

q
=

1

p
+

1

q
= 1.

若数列 x = {xn} 的每项均为 0 或者数列 y = {yn} 的每项均为 0 , 则 Hölder 不等式 (1.1)
显然成立. 因此不妨假设

∞∑
n=1

|xn|p > 0,
∞∑

n=1

|yn|q > 0.

考虑序列 x′ = {x′
n} ∈ ℓp, y′ = {y′n} ∈ ℓq, 其中

x′
n =

xn

(
∑∞

n=1 |xn|p)
1/p

, y′n =
yn

(
∑∞

n=1 |yn|
q
)
1/q

.

则有
∞∑

n=1

|x′
n|

p
=

∞∑
n=1

|y′n|
q
= 1

由已经证明的结论可得
∞∑

n=1

|x′
ny

′
n| ⩽ 1

等价地, 有
∞∑

n=1

|xnyn| ⩽
(

∞∑
n=1

|xn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|yn|q
)1/q

.

注 1.1.1 (1) 当 p = q = 2 时, 由 Hölder 不等式, 若 x = {xn} , y = {yn} ∈ ℓ2, 则有
{xnyn} ∈ ℓ1, 且

∞∑
n=1

|xnyn| ⩽
(

∞∑
n=1

|xn|2
)1/2( ∞∑

n=1

|yn|2
)1/2

. (1.3)

这是著名的 Cauchy-Schwarz 不等式.
(2) Hölder 不等式在 p = 1, q = ∞ 时也是成立的, 即任给

x = {xn} ∈ ℓ1, y = {yn} ∈ ℓ∞,
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则 {xnyn} ∈ ℓ1, 且
∞∑

n=1

|xnyn| ⩽
∞∑

n=1

|xn| sup
n⩾1

|yn| . (1.4)

这是由于任取 n ⩾ 1, 显然有
|xnyn| ⩽ |xn| sup

n⩾1
|yn| .

对这个不等式求无穷和就可以得到式 (1.4).
(3) Hölder 不等式 (1.1) 对任意数列 x = {xn} 和 y = {yn} 均成立. 事实上, 若∑∞

n=1 |xn|p = ∞ 或
∑∞

n=1 |yn|
q
= ∞, 则 Hölder 不等式退化为 ∞ ⩽ (∞) · (∞), 0 ⩽ 0 ·

(∞), 0 ⩽ (∞) · 0 或 ∞ ⩽ c(∞). 在 p = 1, q = ∞ 情形, 我们也有类似结果.

利用 Hölder 不等式 (1.1), 我们可以证明例 1.1.9 中定义的度量 dp 满足三角不等式. 设
x = {xn} ∈ ℓp, y = {yn} ∈ ℓp. 则有

|xn + yn|p ⩽ |xn| |xn + yn|p−1
+ |yn| |xn + yn|p−1

.

因此由 Hölder 不等式 (1.1), 得
∞∑

n=1

|xn + yn|p ⩽
∞∑

n=1

|xn| |xn + yn|p−1
+

∞∑
n=1

|yn| |xn + yn|p−1

⩽
(

∞∑
n=1

|xn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|xn + yn|(p−1)q

)1/q

+

(
∞∑

n=1

|yn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|xn + yn|(p−1)q

)1/q

=

( ∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

+

(
∞∑

n=1

|yn|p
)1/p

( ∞∑
n=1

|xn + yn|(p−1)q

)1/q

.

注意到 (p− 1)q = p 及 1− 1
q
= 1

p
, 我们就可以得到著名的 Minkowski 不等式:(

∞∑
n=1

|xn + yn|p
)1/p

⩽
(

∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

+

(
∞∑

n=1

|yn|p
)1/p

. (1.5)

若 x = {xn} ∈ ℓp, y = {yn} ∈ ℓp, z = {zn} ∈ ℓp, 则应用 Minkowski 不等式 (1.5), 有

dp(x, y) =

(
∞∑

n=1

|xn − yn|p
)1/p

=

(
∞∑

n=1

|(xn − zn) + (zn − yn)|p
)1/p

⩽
(

∞∑
n=1

|xn − zn|p
)1/p

+

(
∞∑

n=1

|zn − yn|p
)1/p

= dp(x, z) + dp(z, y).

即 ℓp 中的三角不等式成立.
若 A ⊂ Kn 且 x = (x1, x2, · · · , xn) 及 y = (y1, y2, · · · , yn) 为 A 中元素, 对 k ⩾ n+ 1,

令 xk = yk = 0. 则 x, y 可以自然地视为 ℓp 中的元素. 应用已证的 ℓp 空间中的三角不等式

可以得到例 1.1.2 中定义的度量 dp 的三角不等式.
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例 1.1.10 若 a < b, 1 ⩽ p < ∞, 闭区间 [a, b] 上的连续函数空间 C[a, b] 还可以赋予如下度

量:

dp(x, y) =

(∫ b

a

|x(t)− y(t)|p dt
)1/p

.

度量公理中前三条是显然成立的. 在 p = 1 情形, 关于 d1 的三角不等式是显然成立的, 在
1 < p < ∞ 情形, 要建立关于 dp 的三角不等式, 需要用到关于连续函数的 Hölder 不等式∫ b

a

|x(t)y(t)|dt ⩽
(∫ b

a

|x(t)|p dt
)1/p(∫ b

a

|y(t)|q dt
)1/q

,

其中 x, y ∈ C[a, b], 且 1 < p, q < ∞ 互为共轭指数. 我们在这里不给出其证明, 有兴趣的读
者可以比照定理 1.1.1 的证明给出其完整证明.

1.2 开集和闭集

正如我们在引入度量空间概念时所说的那样, 在泛函分析中很少研究度量空间中某个
点的具体性质, 而是研究该空间中符合一定条件的点组成集合的具体性质, 以及该空间中不
同集合间的内在联系. 我们下面要引入的度量空间中的开球、闭球和球面的概念是欧氏空
间中相应概念在度量空间中的自然推广.
设 (X, d) 为度量空间, x0 ∈ X, r > 0. 令

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) < r},

B̄(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) ⩽ r},

S(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) = r}.

称 B (x0, r) 为以 x0 为中心以 r 为半径的开球, 称 B̄ (x0, r) 为以 x0 为中心以 r 为半径的

闭球, S (x0, r) 则称为以 x0 为中心以 r 为半径的球面.

例 1.2.1 (1) 若在 R3 上赋予例 1.1.2 中定义的度量 d2, 则上面定义的开球、闭球及球面与
通常 R3 中的相应概念一致.

(2) 设 (X, d) 为离散度量空间, 则

B (x0, 1) = {x0} , B̄ (x0, 1) = X, S (x0, 1) = X\ {x0} .

若 0 < r < 1, 则
B (x0, r) = B̄ (x0, r) = {x0} , S (x0, r) = ∅.

而当 r > 1 时, 我们有

B (x0, r) = B̄ (x0, r) = X, S (x0, r) = ∅.

(3) 设 X = [0, 1], 赋予例 1.1.1 定义的度量, 若 x0 =
1
4
, r = 1

2
, 则 B (x0, r) =

[
0, 3

4

)
,

B̄ (x0, r) =

[
0,

3

4

]
, S (x0, r) =

{
3

4

}
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定义 1.2.1 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X,x0 ∈ M . 若存在 r > 0 使得 B (x0, r) ⊂ M , 则
称 x0 为 M 的内点. M 的所有内点之集称为 M 的内部, 记为 M◦. 若 M = M◦, 即 M 的

所有点均为内点, 则称 M 为 X 的开子集, 简称开集. 称 F ⊂ X 为 X 的闭子集, 简称闭集,
若 F 的余集 F c = X\F 为开集.

M◦ 总为开集. 事实上, 任给 x ∈ M◦, 存在 r > 0 使得 B(x, r) ⊂ M , 下证 B(x, r) ⊂
M◦ : 任取 y ∈ B(x, r), 令

δ =
r − d(x, y)

2
> 0,

利用三角不等式易得 B(y, δ) ⊂ B(x, r), 所以 B(y, δ) ⊂ M , 从而 y ∈ M◦. 这就证明了
B(x, r) ⊂ M◦, 即 M◦ 的所有点均是 M◦ 的内点, 由定义知 M◦ 为开集.

M◦ 为包含在 M 中的最大开集. 事实上, 设 G ⊂ M 为开集, x ∈ G, 则由于 G 是开集,
存在 r > 0 使得 B(x, r) ⊂ G ⊂ M , 从而 x 为 M 的内点, 即 x ∈ M◦. 所以 G ⊂ M◦.
开球 B(x, r) 必为开集. 事实上, 由三角不等式, 若 y ∈ B(x, r), 总有

B

(
y,

r − d(x, y)

2

)
⊂ B(x, r),

从而 y 必为 B(x, r) 的内点. 这就说明 B(x, r) 为开集.
闭球 B̄(x, r) 必为闭集. 为此我们来证明其余集是开集. 设 y ∈ B̄(x, r)c, 则 d(x, y) >

r, 令
δ =

d(x, y)− r

2
> 0,

则利用三角不等式易得

B(y, δ) ⊂ B̄(x, r)c.

这说明 B̄(x, r)c 的每个点均是其自身的内点, 从而 B̄(x, r)c 为开集. 因此 B̄(x, r) 为闭集.
需要特别注意的是, 不为开集的子集末必是闭集, 不为闭集的子集末必一定是开集. 为

此可以考虑 X = R 赋予通常度量的情形, 半开半闭区间 (0, 1] 既不是开集, 也不是闭集.
另外,说一个集合是开集,一定要强调它相对于哪个度量空间. 若 (X, d)为度量空间, Y

为 X 的子集 (则 Y 是 X 的度量子空间), 若 M ⊂ Y 为 Y 的开集, 则 M 末必是 X 的开集.
例如, 取 X = R, Y = [0, 1], 则半开半闭区间

(
1
2
, 1
]
为 Y 的开集, 但

(
1
2
, 1
]
不为 X 的开集.

例 1.2.2 (1) 开区间 (a, b) 为 R 的开集, 闭区间 [a, b] 为 R 的闭集. 在 Kn 中, 开球{
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn :

n∑
i=1

|xi − ai|2 < r2

}

为开集.
(2) 若 (X, d) 为离散度量空间, 则 X 的任意子集 M 均为开集. 这是由于任取 x ∈ M ,

B
(
x, 1

2

)
= {x} ⊂ M , 从而 M 的每个点均是其内点, 由定义知 M 为开集. 从而 X 的任意

子集均为闭集.

定理 1.2.1 (开集的基本性质) 设 (X, d) 为度量空间, 则
(1) ∅, X 为开集;
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(2) 任意多个开集的并集仍为开集;
(3) 有限多个开集的交集仍为开集.

证明 (1) ∅ 显然为开集, 这是由于 ∅ 中没有元素, 所以没有什么需要验证的. 若 x ∈ X,
则有 B(x, 1) ⊂ X. 故 X 为开集.

(2) 设 (Gi)i∈I 为一族开集, 其中 I 为指标集, 令

G =
⋃
i∈I

Gi.

若 x ∈ G, 则存在 i ∈ I, 使得 x ∈ Gi. 由于 Gi 为开集, 存在 r > 0, 使得 B(x, r) ⊂ Gi, 从而
B(x, r) ⊂ G, 即 x 为 G 的内点, 所以 G 为开集.

(3) 设 G1, G2, · · · , Gn 为 X 的 n 个开集. 若 x ∈
⋂n

i=1 Gi, 则任取 1 ⩽ i ⩽ n, 都有
x ∈ Gi. 由于 Gi 是开集, 故存在 ri > 0 使得 B (x, ri) ⊂ Gi. 令

r = min {r1, r2, · · · , rn} > 0,

则有 B(x, r) ⊂
⋂n

i=1 Gi. 这就证明了
⋂n

i=1 Gi 的所有点都是它的内点, 所以
⋂n

i=1 Gi 为开

集.

若 X 为非空集合, T 为由 X 满足一定条件的某些子集构成的集合, 如果 T 满足定理
1.2.1 所述的三条性质, 则称序对 (X, T ) 为一个拓扑空间, T 中的每一个元素 (事实上是 X

的子集) 称为拓扑空间 (X, T ) 的一个开集. 因此, 若 (X, d) 为度量空间, T 为所有 X 的开

集构成的集合, 则 (X, T ) 构成一个拓扑空间. 从这个意义上来讲, 度量空间是一类特殊的拓
扑空间. 拓扑空间是拓扑学里要研究的内容, 在泛函分析研究中我们仅限于度量空间范畴.
对于度量空间中的闭集, 我们也有类似于开集的基本性质.

定理 1.2.2 (闭集的基本性质) 设 (X, d) 为度量空间, 则
(1) ∅, X 为闭集;
(2) 任意多个闭集的交集仍为闭集;
(3) 有限多个闭集的并集仍为闭集.

证明 (1) 由于 ∅ = Xc, X = ∅c, 所以应用定理 1.2.1 及闭集的定义知 ∅, X 为闭集.
(2) 设 (Fi)i∈I 为一族闭集, 其中 I 为指标集, 令 F =

⋂
i∈I Fi. 由定理 1.2.1, 得 G =

F c =
⋃

i∈I F
c
i 为开集. 所以 F 为闭集.

(3)设 F1, F2, · · · , Fn为X 的 n个闭集. 若 F =
⋃n

i=1 Fi,由定理 1.2.1,得 F c =
⋂n

i=1 F
c
i

为开集. 所以
⋃n

i=1 Fi 为闭集.

由上面两个定理我们知道, 在任意度量空间 (X, d) 中有两个既是开集, 又是闭集的集
合: ∅, X.

定义 1.2.2 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X,x ∈ X 称为 M 的聚点, 若任给 r > 0, M ∩
(B(x, r)\{x}) 6= ∅, 即 M ∩ B(x, r) 不为空集且总有异于 x 的点. M 的所有聚点之集称为

M 的导集, 记为 M ′. 定义 M̄ = M ∪M ′, 称 M̄ 为 M 的闭包.
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若 X = R 赋予通常意义下的度量, M = (0, 1] ∪ {2}. 则 0 为 M 的聚点, 2 不是 M

的聚点. M ′ = [0, 1], M̄ = [0, 1] ∪ {2}. 还需要说明的是, 开球 B(x, r) 的闭包不一定是闭球

B̄(x, r) (可考虑离散度量空间中以 1 为半径的球), 但总有 B(x, r) ⊂ B̄(x, r). 下面这个结果
给出了闭包的一个等价定义. 我们在以后关于闭包的讨论中, 一般用这个等价定义.

定理 1.2.3 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X. 则

M̄ = {x ∈ X : ∀r > 0,M ∩B(x, r) 6= ∅}. (1.6)

证明 设 x ∈ M̄ . 若 x ∈ M , 则任给 r > 0 有 x ∈ M ∩B(x, r), 所以 M ∩B(x, r) 6= ∅. 若
x ∈ M ′, 则任给 r > 0 有

M ∩ (B(x, r)\{x}) 6= ∅,

从而也有 M ∩B(x, r) 6= ∅. 反之, 假设任给 r > 0 均有 M ∩B(x, r) 6= ∅. 若 x ∈ M , 则显
然有 x ∈ M̄ . 若 x /∈ M , 则任给 r > 0 有 M ∩ (B(x, r)\{x}) 6= ∅, 即 x 为 M 的聚点, 此时
也有 x ∈ M̄ .

定理 1.2.4 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X. 则 M̄ 为闭集, 且为包含 M 的最小闭集.

证明 首先证明 M̄ 为闭集. 设 x ∈ M̄ c, 即 x /∈ M̄ . 由定理 1.2.3, 存在 r > 0 使得

M ∩B(x, r) = ∅. 若 y ∈ B(x, r/2), 则由三角不等式有

B(y, r/2) ⊂ B(x, r),

从而 M ∩B(y, r/2) = ∅. 由定理 1.2.3, 这说明 y /∈ M̄ . 因此

B(x, r/2) ∩ M̄ = ∅,

或等价地有 B(x, r/2) ⊂ M̄ c. 因此 M̄ c 为开集, 由定义知 M̄ 为闭集.
再证 M̄ 为包含 M 的最小闭集. 若 M ⊂ F 且 F 为闭集. 假设 M̄\F 6= ∅, 即存

在 y0 ∈ M̄ , 但 y0 /∈ F , 即 y0 ∈ F c. 由 F 为闭集知 F c 为开集, 因此存在 r > 0 使得

B (y0, r) ⊂ F c, 或者等价地有 B (y0, r) ∩ F = ∅. 由假设 M ⊂ F 知 B (y0, r) ∩M = ∅. 这
说明 y0 /∈ M̄ , 矛盾! 所以必有 M̄ ⊂ F . 这样就证明了 M̄ 为包含 M 的最小闭集.

推论 1.2.1 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X. 则 {M} 为闭集当且仅当 M = M̄ . 证明假设
M 为闭集, 由定理 1.2.4 知 M̄ 为包含 M 的最小闭集, 从而 M = M̄ . 反之, 若 M = M̄ , 则
由定理 1.2.4 知 M̄ 总为闭集. 故 M 为闭集.

下面我们讨论度量空间之间映射的连续性, 它是高等数学中我们学过的函数连续性的
推广.

定义 1.2.3 设 (X1, d1) , (X2, d2) 为度量空间, T : X1 → X2 为映射, x0 ∈ X1 固定. 称 T

在 x = x0 处连续, 若任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得任给 x ∈ X1, 若 d1 (x, x0) < δ, 都有
d2 (Tx, Tx0) < ε. 若 T 处处连续, 则称 T 为连续映射.
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若 X1 = (a, b), X2 = K, 则上述连续性的定义与函数的连续性吻合. T 在 x = x0 处连

续当且仅当任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得

T (B (x0, δ)) ⊂ B (Tx0, ε) ,

其中 T (B (x0, δ)) 为 B (x0, δ) 通过 T 的像集, 定义为

T (B (x0, δ)) = {Tx : x ∈ B (x0, δ)} .

另外, 若 (X1, d1) 为离散度量空间, (X2, d2) 为任意度量空间, 则 T 必为连续映射. 事
实上, 任取 x0 ∈ X1 及 ε > 0, 可取 δ = 1/2, 此时有 B (x0, 1/2) = {x0}, 所以总有

T (B (x0, δ)) = {Tx0} ⊂ B (Tx0, ε) .

因此 T 在 x = x0 处连续.
设 (X1, d1) , (X2, d2) 为度量空间, 映射 T : X1 → X2 称为 Lipschitz 映射, 若存在常数

C ⩾ 0, 使得任给 x, y ∈ X1,
d2(Tx, Ty) ⩽ Cd1(x, y)

成立. 由定义容易证明 Lipschitz 映射均为连续映射.
设 T : X → Y 为映射, 若 G ⊂ Y , 定义 G 通过 T 的逆像为

T−1(G) = {x ∈ X : Tx ∈ G}.

需要注意的是上式中的 T−1(G) 仅仅是一个数学记号, 不要把它理解为 G 在 T 的逆映射

T−1 下的像集, 事实上, 如果不假设 T 为一一映射, T 的逆映射 T−1 根本不存在.
下面我们用开集的逆像为开集来刻画映射的连续性, 这个结果在理论上十分重要, 以后

的很多结果都以这个结论为基础.

定理 1.2.5 设 (X1, d1) , (X2, d2) 为度量空间. 则 T : X1 → X2 为连续映射当且仅当任给开

集 G ⊂ X2, T
−1(G) 为 X1 的开集.

证明 假设 T : X1 → X2 为连续映射, G ⊂ X2 为开集, 不妨假设 T−1(G) 6= ∅. 若 x ∈
T−1(G), 则 Tx ∈ G. 由 G 为 X2 的开集可知, 存在 ε > 0, 使得 B(Tx, ε) ⊂ G. 由 T 在 x

处的连续性知, 存在 δ > 0 使得

T (B(x, δ)) ⊂ B(Tx, ε).

因此有 T (B(x, δ)) ⊂ G, 或者等价地有 B(x, δ) ⊂ T−1(G). 我们证明了 T−1(G) 的每个点都

是内点, 这说明 T−1(G) 是 X1 的开集.
反之, 假设任给 G ⊂ X2 为开集, T−1(G) 均为 X1 的开集. 设 x ∈ X1 固定. 则

对于 ε > 0, 开球 B(Tx, ε) 为 X2 的开集, 从而 T−1(B(Tx, ε)) 为 X1 的开集. 显然有
x ∈ T−1(B(Tx, ε) ), 所以存在 δ > 0 使得

B(x, δ) ⊂ T−1(B(Tx, ε)),

或者等价地有 T (B(x, δ)) ⊂ B(Tx, ε). 这就证明了 T 在 x 处连续. 由 x ∈ X1 的任意性知

T 为连续映射.
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类似地可以用闭集的逆像为闭集来刻画度量空间之间映射的连续性.

定理 1.2.6 设 (X1, d1) , (X2, d2) 为度量空间. 则 T : X1 → X2 为连续映射当且仅当任给

F ⊂ X2 为闭集, T−1(F ) 为 X1 的闭集.

证明 设 T : X1 → X2 为连续映射, F ⊂ X2 为闭集. 则 F c 为 X2 的开集, F
⋃
F c = X2

且 F
⋂
F c = ∅. 因此有

T−1(F ) ∪ T−1 (F c) = X1, T−1(F ) ∩ T−1 (F c) = ∅.

所以 T−1(F ) = (T−1 (F c))
c. 由 F c 为开集, 应用定理 1.2.5 知 T−1 ( F c) 为开集, 从而

T−1(F ) = (T−1 (F c))
c
为闭集.

反之, 假设任给 F ⊂ X2 为闭集, T−1(F ) 为 X1 的闭集. 则任取 G ⊂ X2 为开集, Gc 为

X2 的闭集. G ∪Gc = X2 且 G
⋂
Gc = ∅. 因此有

T−1(G) ∪ T−1 (Gc) = X1, T
−1(G) ∩ T−1 (Gc) = ∅.

所以 T−1 (Gc) = (T−1(G))
c. 由 Gc 为闭集及假设条件可得 T−1 (Gc) 为闭集, 所以 T−1(G)

为开集. 再应用定理 1.2.5 就可以得到 T 的连续性.

下面我们介绍度量空间中的子集的稠密性及度量空间的可分性.

定义 1.2.4 设 (X, d) 为度量空间, 称 M ⊂ X 为 X 的稠密子集, 如果 M̄ = X. 称 X 为可

分度量空间, 如果 X 有至多可数的稠密子集.

若 M ⊂ X, 则总有 M̄ ⊂ X. 因此 M 在 X 中稠密当且仅当 X ⊂ M̄ , 即任给
x ∈ X, r > 0, 存在 y ∈ M 使得 d(x, y) < r. 换句话说, X 中的元素都可以用 M 中的

元素去逼近, 且逼近得要多精确有多精确.
Kn 为可分的, 事实上 Qn = Rn,Q+ iQn = Cn. 若 (X, d) 为离散度量空间, 则 (X, d)

为可分的当且仅当 X 为至多可数集. 这是因为离散度量空间中的每个子集均是闭集, 因此
如果 M ⊂ X 为稠密的, 则必有 M = M̄ = X.

若 1 ⩽ p < +∞, 则 ℓp 为可分度量空间. 我们仅就 K = R 情形给出证明, K = C 情形
的证明类似. 令

M = {{xn} ∈ ℓp : xn ∈ Q,∃N ⩾ 1,∀n ⩾ N + 1, xn = 0} .

下面证 M 在 ℓp 中稠密. 设 x = {xn} ∈ ℓp, ε > 0. 则存在 N ⩾ 1 使得

∞∑
n=N+1

|xn|p <
εp

2
.

由 Q 在 R 中的稠密性可知, 存在 yi ∈ Q 使得

N∑
n=1

|xn − yn|p <
εp

2
.
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令 y = (y1, y2, · · · , yN , 0, 0, · · · ). 则 y ∈ M 且

[dp(x, y)]
p ⩽

N∑
n=1

|xn − yn|p +
∞∑

n=N+1

|xn|p < εp.

这说明 dp(x, y) < ε, 因此 y ∈ M ∩ B(x, ε), 特别地, M ∩ B(x, ε) 6= ∅. 由定理 1.2.3 可知,
x ∈ M̄ . 从而 M̄ = ℓp. 这就证明了 M 在 ℓp 中的稠密性. 为证 M 为可数集, 若 n ⩾ 1, 我
们引入

Mn = {{xn} ∈ ℓp : ∀k ⩾ 1, xk ∈ Q,∀k ⩾ n+ 1, xk = 0} .

显然 Mn 与 Qn 等势. 由于 Qn 为可数集, 因此 Mn 也为可数集. 由于可数个可数集的
并集仍为可数集, 所以 M =

⋃∞
n=1 Mn 为可数集. 这样就完成了 ℓp 可分性的证明.

度量空间 (C[a, b], d∞) 为可分的. 我们仅就 K = R 情形给出证明, K = C 情形的
证明类似. 令 M 为所有有理系数多项式全体构成的集合. 任给 x ∈ C[a, b], ε > 0, 由
Stone-Weierstrass 定理可知, 存在实系数多项式 p 使得 d∞(x, p) < ε/2. 设

p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n,

存在有理数 bi(i = 1, 2, · · · , n) 使得若 q(t) = b0 + b1t+ · · ·+ bnt
n, 则 d∞(p, q) < ε/2. 我们

有 q ∈ M , 利用三角不等式可得 d∞(x, q) < ε. 因此 x ∈ M̄ . 这就证明了 M̄ = C[a, b]. 若
n ⩾ 0, 令 Mn 为次数等于 n 的有理系数多项式全体构成的集合, 则 Mn 与 Qn × (Q\{0})
等势, 从而 Mn 为可数集. 因此 M =

⋃∞
n=1 Mn 为可数集. 这就证明了 (C[a, b], d∞) 的可分

性. 若 1 ⩽ p < ∞, 可证度量空间 (C[a, b], dp) 也为可分的, 其中 dp 是由例 1.1.10 定义的度

量.
度量空间 (ℓ∞, d∞) 不是可分的. 为了证明此结论, 我们引入集合

M =
{
{xn} ∈ ℓ∞ : xn = 0, 或者xn = 1

}
.

M 与 {0, 1}N 等势, 所以 M 为不可数集. 注意到若 x, y ∈ M 且 x 6= y, 则有 d∞(x, y) = 1.
假设 N 在 ℓ∞ 中稠密, 则任给 x ∈ M , 存在 tx ∈ N 使得 d∞ (x, tx) <

1
4
. 若 x, y ∈ M 且

x 6= y, 则有 tx 6= ty. 若不然, 假设 tx = ty, 则

d∞(x, y) ⩽ d∞ (x, tx) + d∞ (ty, y) ⩽
1

4
+

1

4
=

1

2
< 1.

矛盾! 因此若 x, y ∈ M 且 x 6= y, 则有 tx 6= ty. 定义映射 ϕ : M → N,ϕ(x) = tx. 则由以上
的证明知 ϕ 为单射. 由 M 的不可数性知 N 必为不可数集. 因此 ℓ∞ 的每个稠密子集均是

不可数集, 所以止不是可分的.
在以后关于自反空间的讨论中, 我们将用到如下关于可分性的结果.

定理 1.2.7 设 (X, d) 为可分度量空间, Y ⊂ X. 则
(
Y, d|Y×Y

)
也为可分度量空间.

证明 假设 {x1, x2, · · · } 在 X 中稠密. 任取 i, j ⩾ 1, 考虑 X 中以 xi 为中心以
1
j
为半径的

开球 B
(
xi,

1
j

)
. 若 B

(
xi,

1
j

)
∩ Y 6= ∅, 则取定一个点 yij ∈ B

(
xi,

1
j

)
∩ Y . 令 M 为所有这

样取定的 yij 所组成的集合, 则有 M ⊂ Y , 且显然 M 为至多可数集.
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任取 ε > 0 及 y ∈ Y , 存在 j ⩾ 1 使得 2
j
< ε. 由 {x1, x2, · · · } 在 X 中的稠密性可知,

B
(
y, 1

j

)
∩ {x1, x2, · · · } 6= ∅. 即存在 i ⩾ 1 使得 xi ∈ B

(
y, 1

j

)
, 或等价地 y ∈ B

(
xi,

1
j

)
, 因

此 y ∈ B
(
xi,

1
j

)
∩ Y , 特别地 B

(
xi,

1
j

)
∩ Y 6= ∅. 此时也有 yij ∈ B

(
xi,

1
j

)
. 由三角不等式

有 d (y, yij) <
1
j
+ 1

j
= 2

j
< ε. 这就证明了 M 在 Y 中的稠密性.

1.3 收敛性、完备性及紧性

在高等数学中我们研究过欧氏空间 Rn 中点列的收敛性, 也接触过欧氏空间 Rn 中柯西

列的概念, 我们还知道欧氏空间 Rn 在欧氏度量意义下是完备的. 在度量空间中也可以引入
类似的概念. 需要特别说明的是, 完备性是度量空间中一个十分重要的概念, 很多度量空间
中的结果和结构仅仅在假设空间具有完备性后才能够成立, 这也正是完备性在度量空间研
究中的重要性之所在.

定义 1.3.1 设 (X, d) 为度量空间, {xn} 为 X 中序列, 若存在 x ∈ X 使得

lim
n→∞

d (xn, x) = 0,

则称 {xn} 在 X 中收敛, 也称 {xn} 为收敛列, x 称为 {xn} 的极限, 记为 xn → x, 或者
limn→∞ xn = x.

需要特别注意的是, {xn} 的极限一定是 X 中的元素. 若取 X = (0, 1], 1
n
∈ X, 但 {xn}

不在 X 中收敛. 另外, 由定义我们知道 limn→∞ xn = x 当且仅当任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1,
使得任取 n ⩾ N , 都有 d (xn, x) < ε. 另外, 从某一项之后为常值的序列必收敛, 即若存在
n0 ⩾ 1, 使得任取 n ⩾ n0, 都有 xn = xn0

, 则 limn→∞ xn = xn0
.

若 M 为度量空间 (X, d) 的非空子集, 称 M 为有界集, 如果 M 包含在 X 的某个开球

内, 即存在 x ∈ X, r > 0, 使得 M ⊂ B(x, r). 由三角不等式可证 M 为有界集当且仅当任给

x ∈ X, 存在 r > 0, 使得 M ⊂ B(x, r).
下面给出收敛列的基本性质.

定理 1.3.1 设 (X, d)为度量空间, {xn}为 X 中序列. 若 xn → x ∈ X,则集合 {xn : n ⩾ 1}
为有界集且极限 x 唯一.

证明 取 ε = 1, 存在 N ⩾ 1, 使得当 n ⩾ N 时, 有 d (xn, x) < 1. 令

r = max {1, d (x1, x) , d (x2, x) , · · · , d (xN−1, x)} .

则任取 n ⩾ 1, 都有 xn ∈ B(x, r+ 1). 从而 {xn : n ⩾ 1} 为有界集. 为了证明极限 x 的唯一

性, 设 xn → x 且 xn → x′. 则

0 ⩽ d (x, x′) ⩽ d (x, xn) + d (xn, x
′) .

令 n → ∞, 则有 0 ⩽ d (x, x′) ⩽ 0. 因此 d (x, x′) = 0, 即 x = x′.
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我们可以利用序列的收敛性来刻画闭包中的点, 也可以用序列的收敛性来刻画闭集. 在
本书的余下部分里, 我们会经常用到这个闭集的刻画. 事实上, 这是证明一个集合为闭集最
简捷有效的途径.

定理 1.3.2 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X. 则
(1) x ∈ M̄ 当且仅当存在 M 中序列 {xn}, 使得 xn → x;
(2) M 为闭集当且仅当任给 M 中序列 {xn}, 假设 xn → x ∈ X, 则必有 x ∈ M .

证明 (1)设 x ∈ M̄ . 由定理 1.2.3可知,任给 n ⩾ 1,存在 xn ∈ M ∩B
(
x, 1

n

)
,即 d (x, xn) ⩽

1
n

. 这说明 xn → x. 反之,若存在 M 中序列 {xn},使得 xn → x,则任取 ε > 0,存在 N ⩾ 1,
使得当 n ⩾ N 时有 d (xn, x) < ε. 因此 xN ∈ M ∩ B(x, ε), 从而 M ∩ B(x, ε) 6= ∅. 由定理
1.2.3 知 x ∈ M̄ .

(2) 设 M 为闭集, xn ∈ M , 且 xn → x ∈ X. 由已经证明的 (1) 知 x ∈ M̄ . 又 M 为闭

集,由推论 1.2.1知M = M̄ ,从而 x ∈ M . 反之,假设任给M 中序列 {xn},若 xn → x ∈ X,
则必有 x ∈ M . 为证 M 为闭集, 利用推论 1.2. 1 知仅需证 M = M̄.M ⊂ M̄ 显然成立. 若
x ∈ M̄ , 则由已证的第一部分结论知, 存在 M 中序列 {xn}, 使得 xn → x. 由假设条件知此
时必有 x ∈ M . 从而 M = M̄,M 为闭集.

用序列的收敛性还可以刻画映射在某点的连续性.

定理 1.3.3 设 (X1, d1) , (X2, d2) 为度量空间, T : X1 → X2 为映射, x0 ∈ X1. 则 T 在

x = x0 处连续当且仅当任给 X1 中收敛到 x0 的序列 {xn}, 都有 Txn → Tx0.

证明 设 T 在 x = x0 处连续, xn ∈ X1, xn → x0. 任给 ε > 0, 由 T 在 x = x0 处的连续性

可知, 存在 δ > 0, 使得只要 x ∈ X1 满足 d1 (x, x0) < δ, 就有 d2 (Tx, Tx0) < ε. 由 xn → x0,
可知存在 N ⩾ 1, 任取 n ⩾ N , 有 d1 (xn, x0) < δ. 此时必有 d2 (Txn, Tx0) < ε. 这就证明了
在 X2 中有 Txn → Tx0.

反之, 若任给 X1 中收敛到 x0 的序列 {xn}, 都有 Txn → Tx0. 假设 T 不在 x = x0 处

连续, 则存在 ε0 > 0, 任给 δ > 0, 存在 x ∈ B (x0, δ), 使得 d2 (Tx, Tx0) ⩾ ε0. 取 δ = 1
n

, 则
存在 xn ∈ X1, d1 (xn, x0) <

1
n

, 但 d2 (Txn, Tx0) ⩾ ε0. 此时有 xn → x0, 但 Txn 在 X2 中不

收敛到 Tx0, 矛盾! 因此 T 在 x = x0 处连续.

定理 1.3.4 设 (X, d) 为度量空间, {xn} , {yn} , x, y ∈ X 且 xn → x, yn → y, 则 d (xn, yn)

→ d(x, y), 即度量 d 关于两个变量是连续的.

证明 由三角不等式有

|d (xn, yn)− d(x, y)| ⩽ |d (xn, yn)− d (xn, y)|+ |d (xn, y)− d(x, y)|

⩽ d (yn, y) + d (xn, x) .

所以有 d (xn, yn) → d(x, y).
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上述结果最常见的应用是 {yn} 为常序列情形, 即存在 y ∈ X, yn = y(n = 1, 2, · · · ). 若
xn → x, 则 d (xn, y) → d(x, y).
下面介绍度量空间中的柯西列及度量空间的完备性. 度量空间的完备性是一个十分重

要的性质, 我们将发现以后的很多结论都需要假设问题所在度量空间具有完备性.

定义 1.3.2 设 (X, d)为度量空间, {xn}为 X 中的序列. 称 {xn}为柯西列,如果任给 ε > 0,
都存在 N ⩾ 1, 使得只要 m,n ⩾ N , 就有 d (xm, xn) < ε. (X, d) 称为完备度量空间, 如果
X 中任意柯西列均为收敛列.

例 1.3.1 (1) 由高等数学的知识可知, R 及 C 为完备的.
(2) Rn 及 Cn 为完备的, 这一点我们以后给出证明, 它是建立在 R 及 C 的完备性基础

之上的.
(3) (0, 1) 不是完备度量空间, 这是由于 1

n
∈ (0, 1) 为柯西列, 但

{
1
n

}
不在 ( (0,1) 中收

敛.
(4) 设 (X, d) 为离散度量空间, xn ∈ X 为柯西列. 取 ε = 1

2
, 则存在 N ⩾ 1, 使得只要

m,n ⩾ N , 就有 d (xm, xn) <
1
2
. 由离散度量空间中度量的定义, 此时有 xm = xn = xN . 从

而 {xn} 收敛到 xN . 因此离散度量空间均是完备度量空间.
(5) 考虑 ℓ1 的度量子空间

(
M, d1|M×M

)
,

M = {{xn}∞n=1 : ∃N ⩾ 1,∀n ⩾ N, xn = 0} .

x(n) =

(
1,

1

2
,
1

4
, · · · , 1

2n
, 0, 0, · · ·

)
∈ M.

任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1 使得 1
2N−1 < ε. 此时任给 m > n ⩾ N , 有

d1
(
x(m), x(n)

)
=

m∑
k=n+1

1

2k
<

1

2N−1
< ε.

这说明 x(n) 为 M 中的柯西列. 假设存在 x ∈ M 使得 x(n) → x, 不妨设

x = (x1, x2, x3, · · · , xk, 0, 0, · · · ) .

若 n > k, 则易证 d1
(
x(n), x

)
⩾ 1

2k+1 . 这与 x(n) → x 矛盾. 因此
(
M, d1|M×M

)
不是完备度

量空间.

设 (X, d) 为度量空间, {xn} 为 X 中的序列. 要证 {xn} 在 X 中收敛, 需要做两件事
情: 首先找到极限 x, 然后证明 xn → x. 第一件事情往往是最困难的. 若 X 为完备度量空

间, 要证 {xn} 在 X 中收敛, 仅需证 {xn} 为柯西列, 而不需要将极限 x 找出来, 这往往要
容易得多. 这也是完备性在研究度量空间结构时非常有用的原因之一. 下面我们给出柯西
列的基本性质以及柯西列与收敛列的关系.

定理 1.3.5 设 (X, d) 为度量空间, {xn} 为 X 中的序列.
(1) 若 {xn} 为柯西列, 则 {xn : n ⩾ 1} 为有界集.
(2) 若 {xn} 为收敛列, 则 {xn} 必为柯西列.
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(3) 若 {xn} 为柯西列, 且 {xn} 有收敛子列 {xnk
}, 则 {xn} 也收敛, 且

lim
n→∞

xn = lim
k→∞

xnk
.

证明 (1) 设 {xn} 为柯西列, 则对于 ε = 1, 存在 N ⩾ 1, 使得任取 m,n ⩾ N , 有
d (xm, xn) < 1, 特别地有 d (xn, xN ) < 1. 令

r = max {1, d (x1, xN ) , d (x2, xN ) , · · · , d (xN−1, xN )}+ 1.

则任取 n ⩾ 1, 易证 d (xn, xN ) < r, 或者等价地有

{xn : n ⩾ 1} ⊂ B (xN , r) .

从而 {xn : n ⩾ 1} 为有界集.
(2) 若 {xn} 为收敛列, xn → x ∈ X, 则任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 使得只要 n ⩾ N , 就

有 d (xn, x) <
ε
2
. 因此若 m,n ⩾ N ,

d (xm, xn) ⩽ d (xm, x) + d (x, xn) < ε.

这就证明了 {xn} 为柯西列.
(3) 设 xnk

→ x. 任给 ε > 0, 存在 K ⩾ 1, 使得任取 k ⩾ K, d (xnk
, x) < ε

2
. 由 {xn}

为柯西列知, 存在 N ⩾ 1, 只要 m,n ⩾ N , 就有 d (xm, xn) <
ε
2
. 不妨设 nK ⩾ N , 则任取

n ⩾ nK , 有
d (xn, x) ⩽ d (xn, xnk

) + d (xnk
, x) <

ε

2
+

ε

2
= ε

即 xn → x.

定理 1.3.6 设 (X, d) 为度量空间, Y ⊂ X
(
Y, d|Y×Y

)
为 X 的完备子空间, 则 Y 必为闭集.

证明 为了证明 Y 为闭集, 设 xn ∈ Y, xn → x ∈ X, 我们来证明 x ∈ Y . 由于收敛列均为柯
西列, 所以 {xn} 为 Y 中的柯西列, 利用 Y 的完备性可知, 存在 y ∈ Y 使得 xn → y. 由极
限的唯一性有 x = y, 从而 x ∈ Y . 由定理 1.3.2 知 Y 为 X 的闭集.

下面这个结果对研究完备度量空间子空间的完备性特别重要.

定理 1.3.7 设 (X, d) 为完备度量空间, Y ⊂ X. 则
(
Y, d|Y×Y

)
为完备度量空间当且仅当 Y

为闭集.

证明 若
(
Y, d|Y×Y

)
为完备度量空间, 则由定理 1.3.6 知 Y 为闭集. 反之, 假设 (X, d) 为

完备的, 且 Y 为闭集. 为证
(
Y, d|Y×Y

)
为完备度量空间, 我们在 Y 中任取柯西列 {xn}. 则

{xn} 也为 X 中的柯西列. 利用 (X, d) 为完备度量空间这个假设, 可知存在 x ∈ X, 使得
xn → x. 由 Y 为闭集及定理 1.3.2 知 x ∈ Y . 由于 Y 中任意柯西列均收玫到 Y 中的点, 所
以
(
Y, d|Y×Y

)
为完备度量空间.
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同一个集合上可以有不同的度量, 而这些不同的度量有时有强弱之分. 设 X 为非空集

合, d1, d2 为 X 上的度量. 设存在常数 α > 0, 使得

d1(x, y) ⩽ αd2(x, y), x, y ∈ X, (1.7)

则称 d2 强于 d1, 或 d1 弱于 d2. 此时,
(1) x ∈ X, 若 {xn} 在 (X, d2) 中收敛到 x, 则 {xn} 在 (X, d1) 中也收敛到 x;
(2) 若 {xn} 在 (X, d2) 中为柯西列, 则 {xn} 在 (X, d1) 中也为柯西列;
(3) 若 G ⊂ X 为 (X, d1) 中的开集, 则 G 也为 (X, d2) 中的开集;
(4) 若 F ⊂ X 为 (X, d1) 中的闭集, 则 F 也为 (X, d2) 中的闭集.
前两个命题可以由定义直接得到. 为了说明最后两个命题成立, 我们考虑映射

ϕ : (X, d2) → (X, d1)

x 7→ x. 由假设条件 (1.7) 知 ϕ 为 Lipschitz 映射, 从而 ϕ 为连续映射. 因此可以直接应用定
理 1.2.5 及定理 1.2.6 得到最后两个结论.
若存在常数 α, β > 0, 使得

αd1(x, y) ⩽ d2(x, y) ⩽ βd1(x, y), x, y ∈ X

成立, 则称 d1 与 d2 为等价度量. 此时, 虽然我们视 (X, d1) 与 (X, d2) 为不同的度量空间,
但我们有

(1) G 为 (X, d1) 的开集当且仅当 G 为 (X, d2) 的开集;
(2) F 为 (X, d1) 的闭集当且仅当 F 为 (X, d2) 的闭集;
(3) {xn} 在 (X, d1) 中为柯西列当且仅当 {xn} 为 (X, d2) 中的柯西列;
(4) {xn} 在 (X, d1) 中收敛到 x 当且仅当 {xn} 在 (X, d2) 中收敛到 x;
(5) (X, d1) 为完备的当且仅当 (X, d2) 为完备的;
(6) M 在 (X, d1) 中为稠密的当且仅当 M 在 (X, d2) 中为稠密的;
(7) (X, d1) 为可分的当且仅当 (X, d2) 为可分的;
(8) 任给 M ⊂ X, 则 M 在 (X, d1) 及 (X, d2) 中有相同的内点、相同的内部、相同的

聚点和相同的闭包.
下面将证明一些常见空间的完备性. 为此需要承认 R 及 C 的完备性, 这是高等数学的

知识. Q 作为 R 的度量子空间不是完备的, 这是由于 Q 在 R 中不为闭集, 从而由定理 1.3.6
就可以得到 Q 的不完备性.

例 1.3.2 (Kn, dp) 为完备度量空间: 若 1 ⩽ p ⩽ ∞, 则 (Kn, dp) 为完备度量空间. 我们首
先证明取不同的 1 ⩽ p ⩽ ∞ 时, dp 是相互等价的度量, 为此仅需证任取 1 ⩽ p < ∞, dp 与

d∞ 等价, 这是由于度量的等价性具有传递性. 事实上, 若 x,y ∈ Kn,x = (x1, x2, · · · , xn),
y = (y1, y2, · · · , yn). 则

d∞(x,y) = max
1⩽i⩽n

|xi − yi| ⩽
(

n∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

= dp(x,y) ⩽ n1/pd∞(x,y).
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从而 dp 相互等价. 因此为证 (Kn, dp) 为完备度量空间, 仅需证 ( Kn, d∞) 为完备度量空间.
设 x(m) =

(
x
(m)
1 , x

(m)
2 , · · · , x(m)

n

)
∈ Kn,

{
x(m)

}
为 (Kn, d∞)中的柯西列. 则任取 ε > 0,

存在 N ⩾ 1, 只要 m, k ⩾ N , 就有 d∞
(
x(m),x(k)

)
< ε

2
, 即

max
1⩽i⩽n

∣∣∣x(m)
i − x

(k)
i

∣∣∣ < ε

2
.

从而任取 1 ⩽ i ⩽ n, 有 ∣∣∣x(m)
i − x

(k)
i

∣∣∣ < ε

2
. (1.8)

这说明
{
x
(m)
i

}
为 K 中的柯西列. 利用 K 的完备性, 存在 xi ∈ K 使得 x

(m)
i → xi. 令

x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn.

在式 (1.8) 中, 固定 m ⩾ N , 令 k → ∞, 有∣∣∣x(m)
i − xi

∣∣∣ ⩽ ε

2
< ε.

这等价于说只要 m ⩾ N , 就有 d∞
(
x(m),x

)
< ε. 即 x(m) → x. 这样就证明了 (Kn, d∞) 的

完备性.

例 1.3.3 (ℓ∞, d∞) 为完备度量空间: 假设

x(n) =
{
x(n)
m

}
∈ ℓ∞

为柯西列, 则任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 只要 n, k ⩾ N , 就有

d∞
(
x(n), x(k)

)
<

ε

2
.

即任取 m ⩾ 1, 有 ∣∣x(n)
m − x(k)

m

∣∣ < ε

2
. (1.9)

这说明
{
x
(n)
m

}
为 K 中的柯西列. 由 K 的完备性知, 存在 xm ∈ K, 当 n → ∞ 时, 有

x
(n)
m → xm. 在式 (1.9) 中取 n ⩾ N , 令 k → ∞, 则有∣∣x(n)

m − xm

∣∣ ⩽ ε

2
< ε. (1.10)

特别地取 n = N , 有
|xm| < ε+

∣∣x(N)
m

∣∣ .
利用 x(N) ∈ ℓ∞可得 x = {xm} ∈ ℓ∞. 而式 (1.10)意味着只要 n ⩾ N ,就有 d∞

(
x(n), x

)
< ε.

这就证明了在 ℓ∞ 中有 x(n) → x. 从而 (ℓ∞, d∞) 为完备度量空间.

例 1.3.4 (C[a, b], d∞) 为完备度量空间: 设 xn ∈ C[a, b] 为柯西列. 则任给 ε > 0, 存在
N ⩾ 1, 只要 m,n ⩾ N , 就有 d∞ (xm, xn) <

ε
2
. 即

|xm(t)− xn(t)| <
ε

2
, t ∈ [a, b]. (1.11)
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这说明 {xn(t)} 为 K 中的柯西列. 利用 K 的完备性, 存在 x(t) ∈ K, 使 xn(t) → x(t). 在式
(1. 11) 中取定 n ⩾ N , 令 m → ∞, 则有

|xn(t)− x(t)| ⩽ ε

2
< ε. (1.12)

即 {xn} 一致收敛到 x. 首先证明 x 为连续函数. 设 t0 ∈ [a, b] 固定, 任给 ε1 > 0, 存在
n0 ⩾ 1, 使得若 t ∈ [a, b], 则

|xn0
(t)− x(t)| < ε1

3
. (1.13)

xn0
在 t = t0 处连续, 则存在 δ > 0, 只要 |t− t0| < δ, 就有 |xn0

(t)− xn0
(t0)| < ε1

3
. 此时应

用式 (1.13), 有

|x(t)− x (t0)| ⩽ |x(t)− xn0
(t)|+ |xn0

(t)− xn0
(t0)|+ |xn0

(t0)− x (t0)|

⩽ ε1
3

+
ε1
3

+
ε1
3

= ε1.

即 x 在 t = t0 处连续, 因此 x ∈ C[a, b].
式 (1.12) 意味着只要 n ⩾ 1, 就有 d∞ (xn, x) < ε. 从而在 C[a, b] 中有 xn → x. 这就证

明了 (C[a, b], d∞) 为完备度量空间.

例 1.3.5 (ℓp, dp) 为完备度量空间: 若 1 ⩽ p < ∞, 设

x(n) =
{
x(n)
m

}
∈ ℓp

为柯西列, 则任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 只要 n, k ⩾ N , 就有

dp
(
x(n), x(k)

)
<

ε

2
.

即 (
∞∑

m=1

∣∣x(n)
m − x(k)

m

∣∣p)1/p

<
ε

2
. (1.14)

特别地,
∣∣∣x(n)

m − x
(k)
m

∣∣∣ < ε
2
. 这说明

{
x
(n)
m

}
为 K中的柯西列. 由 K的完备性可知,存在 xm ∈

K, 当 n → ∞ 时, x(n)
m → xm. 由式 (1.14), 对于 l ⩾ 1, 只要 n, k ⩾ N , 就有

l∑
m=1

∣∣x(n)
m − x(k)

m

∣∣p <
εp

2p
. (1.15)

在式 (1.15) 中取定 n ⩾ N , 令 k → ∞, 则有

l∑
m=1

∣∣x(n)
m − xm

∣∣p ⩽ εp

2p
. (1.16)

令 l → ∞, 有
∞∑

m=1

∣∣x(n)
m − xm

∣∣p ⩽ εp

2p
. (1.17)
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在上式中取 n = N , 则由 Minkowski 不等式 (1.5), 有(
∞∑

m=1

|xm|p
)1/p

⩽
(

∞∑
m=1

∣∣xm − x(N)
m

∣∣p)1/p

+

(
∞∑

m=1

| x(N)
m

⩽ ε

2
+

(
∞∑

m=1

∣∣x(N)
m

∣∣p)1/p

< ∞

这说明 x = {xm} ∈ ℓp. 而式 (1.17) 意味着当 n ⩾ N 时, 有 dp
(
x(n), x

)
< ε. 这就证明了在

ℓp 中有 x(n) → x.

例 1.3.6 c0 为完备度量空间: 考虑 ℓ∞ 的度量子空间 (c0, d∞ | c0 × c0)

c0 =
{
{xn} ∈ ℓ∞ : lim

n→∞
xn = 0

}
.

下面证 c0 为完备度量空间. 由于 ℓ∞ 为完备的, 要证 c0 为完备的, 由定理 1.3.7 仅需证
c0 为 ℓ∞ 的闭子集. 设

x(n) ∈ c0, x(n) → x ∈ ℓ∞,

且

x(n) =
{
x(n)
m

}
, x = {xm} .

由 x(n) → x 知, 任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 使得 d∞
(
x(N), x

)
< ε

2
, 即只要 m ⩾ 1, 就有∣∣∣x(N)

m − xm

∣∣∣ < ε
2
. 而 x(N) ∈ c0, 即 limm→∞ x

(N)
m = 0, 因此存在 m0 ⩾ 1, 任给 m ⩾ m0, 有∣∣∣x(N)

m

∣∣∣ < ε
2
. 此时有

|xm| ⩽
∣∣xm − x(N)

m

∣∣+ ∣∣x(N)
m

∣∣ ⩽ ε

2
+

ε

2
= ε.

这就证明了 x ∈ c0. 由定理 1.3.7 可知, c0 为完备度量空间.

例 1.3.7 连续函数空间 (C[0, 1], dp) 不是完备的, 其中 1 ⩽ p < ∞, 任给 x, y ∈ C[0, 1],
dp(x, y) 由下式定义:

dp(x, y) =

(∫ 1

0

|x(t)− y(t)|p dt
)1/p

.

我们只给出 p = 1 情形的证明, p > 1 情形的证明是类似的. 对于 n ⩾ 2, 令 αn = 1
2
+ 1

n
. 定

义

xn(t) =


0, t ∈

[
0, 1

2

]
,

n
(
t− 1

2

)
, t ∈

[
1
2
, αn

]
,

1, t ∈ [αn, 1] .

则 xn ∈ C[0, 1]. 若 m > n, 简单计算可得

d1 (xm, xn) =
1

2

(
1

n
− 1

m

)
.

因此 {xn} 为 C[0, 1] 中的柯西列. 假设存在 x ∈ C[0, 1], xn → x. 则

d1 (xn, x) =

∫ 1/2

0

|x(t)|dt+
∫ an

1/2

|xn(t)− x(t)|dt+
∫ 1

an

|1− x(t)|dt.



1.3 收敛性、完备性及紧性 23

令 n → ∞ 有

x(t) =

0, t ∈
[
0, 1

2

]
,

1, t ∈
(
1
2
, 1
]
.

x 在 t = 1
2
处显然不连续, 矛盾! 这就证明了 (C[0, 1], dp) 不是完备度量空间.

如果度量空间 (X, d) 不是完备的, 我们会发现总可以将 X 视为某个完备度量空间 X̂

的度量子空间, 并且 X 在 X̂ 中为稠密的, 这样的完备度量空间 X̂ 称为 X 的完备化. 为此,
需要引入度量空间等距同构的概念.

定义 1.3.3 设 (X1, d1) 和 (X2, d2) 为度量空间, T : X1 → X2 为映射. 若 T 为一一映射且

d2(Tx, Ty) = d1(x, y), x, y ∈ X1,

则称 T 为等距同构. 若存在等距同构 T : X1 → X2, 则称度量空间 (X1, d1) 和 (X2, d2) 为

等距同构的.

容易证明若 X,Y 均为离散度量空间, 且 X 与 Y 等势, 则 X 和 Y 等距同构. 事实上,
由于 X 与 Y 等势, 所以存在一一映射 T : X → Y , 则由离散度量空间中度量的定义知 T

必为等距同构. 若 a < b, 则 (C[0, 1], d∞) 与 (C[a, b], d∞) 等距同构. 事实上, 映射

τ : [0, 1] → [a, b]

t 7→ a+ t(b− a)

为一一映射. 若 x ∈ C[0, 1], 令 (Tx)(t) = x (τ−1(t)), 则 Tx ∈ C[a, b], 且映射

T : C[0, 1] → C[a, b]

x 7→ Tx
(1.18)

为一一映射且为等距同构.
两个等距同构的度量空间除了空间中元素的表述形式不同外, 其度量结构完全是一样

的. 所以我们视等距同构的度量空间为同一个度量空间. 利用这个思想, 我们可以自然地引
入度量空间完备化的概念.

定理 1.3.8 设 (X, d)为度量空间,则存在完备度量空间 (X̂, d̂)及 X̂ 的子空间 (M , d̂|M×M ),
M ⊂ X̂, 使得 M 在 X̂ 中稠密, M 与 (X, d) 等距同构. 上述 (X̂, d̂) 在等距同构意义下是

唯一的, 即若存在完备度量空间 (X ′, d′) 及其子空间 (M ′, d′|M ′×M ′), M ′ ⊂ X ′, 使得 M ′ 在

X ′ 中稠密, (M ′, d′|M ′×M ′) 与 (X, d) 等距同构, 则 (X̂, d̂) 与 (X ′, d′) 等距同构.

若完备度量空间 (X̂, d̂) 满足定理 1.3.8, 则称 (X̂, d̂) 为 (X, d) 的完备化. 同一度量空间
的任意两个完备化必为等距同构的, 所以在等距同构意义下每个度量空间只有一个完备化.
上面这个定理的证明较复杂, 我们不给出其证明.
当 (X, d) 为完备度量空间时, (X, d) 本身就是其一个完备化. 另外, 若 (Y, d|Y×Y ), Y ⊂

X 为 X 的度量子空间, 则 (Ȳ , d|Ȳ×Ȳ ) 是 Y 的一个完备化. 这是定理 1.3.7 的直接推论.
我们在例 1.3.7 中已经证明了 (C[0, 1], dp) 不是完备度量空间, 其中 1 ⩽ p < ∞, 可以证

明其完备化为 p-阶 Lebesgue 可积函数空间 Lp([0, 1]). 在这里我们不作详细讨论.
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下面我们在度量空间中引入紧集的概念, 这是一个在分析数学里非常重要的概念, 很多
数学结果仅仅在假设紧性时方才成立. 紧集是欧氏空间有界闭集的推广, 因而也具有许多欧
氏空间有界闭集所具有的特殊性质.

定义 1.3.4 设 (X, d) 为度量空间.
(1) 若 X 中的任意序列均有收敛子列, 则称 X 为紧度量空间.
(2) 若 M ⊂ X, 称 M 为 X 的紧子集, 简称紧集, 如果

(
M, d|M×M

)
为紧度量空间, 即

任给 xn ∈ M , 存在子列 {xnk
} 及 x ∈ M , xnk

→ x.
(3) 称 M ⊂ X 为相对紧集, 如果任给 xn ∈ M , 存在子列 {xnk

} 及 x ∈ X, xnk
→ x.

(4) 称 N ⊂ M 为 M 的 ε-网, 如果 M ⊂
⋃

x∈N B(x, ε). 称 M ⊂ X 为完全有界

集, 若任给 ε > 0, M 都有有限的 ε-网, 即存在有限个点 x1, x2, · · · , xn ∈ M , 使得 M ⊂⋃
1⩽k⩽n B (xk, ε).

设 (X, d) 为度量空间, M 为 X 的有限集, 则 M 必为紧集. 事实上, 若 xn ∈ M , 由
于 M 仅有有限个元素, 所以必存在 x ∈ M 及无穷多个下标 nk, 使得 xnk

= x, 不妨设
nk < nk+1. 则 {xnk

} 为 {xn} 的子列, 且显然有 xnk
→ x.

若 (X, d) 为离散度量空间, 则 M ⊂ X 为紧集当且仅当 M 为有限集. 上面我们已经证
明了有限集必为紧集. 反之, 如果 M ⊂ X 为紧集且为无穷集, 则存在序列 xn ∈ M 使得 xn

两两不等, 因此若 m 6= n, 则有 d (xm, xn) = 1. 由此易知 {xn} 的任意子列都不是柯西列,
从而 {xn} 无收敛子列, 矛盾! 所以 M 必为有限集.
若在 Kn 上赋予度量 d2, 则由 Bolzano-Weierstrass 定理, M ⊂ Kn 为紧集当且仅当 M

为有界闭集.
由定义可以看出, 若 M 为紧集, 则 M 必为相对紧集. 另外, 易证完全有界集均为有界

集. 下面给出紧集的一些基本性质.

定理 1.3.9 度量空间中的紧集必为有界闭集.

证明 设 M 为度量空间 (X, d) 的紧集, xn ∈ M 且 xn → x ∈ X. 由 M 的紧性可知, 存在
{xn} 的子列 {xnk

} 及 y ∈ M , 使得 xnk
→ y. 另外, 显然有 xnk

→ x. 由序列极限的唯一性
有 x = y. 从而 x ∈ Y . 由定理 1.3.2 知, M 为闭集.
由定义, M 为有界集当且仅当任取 x ∈ X, 存在 r > 0, 使得 M ⊂ B(x, r). 假设 M 不

是有界的, 则存在 b ∈ X, 任给 n ⩾ 1, 存在

xn ∈ M, d (b, xn) ⩾ n.

利用 M 的紧性, 可知存在 {xn} 的子列 {xnk
} 及 x ∈ M , 使得 xnk

→ x. 于是有

d (xnk
, b) ⩾ nk, k ⩾ 1.

令 k → ∞, 则利用定理 1.3.4 有 d(x, b) ⩾ ∞, 矛盾! 因此 M 必为有界集.

上一定理的逆命题不成立. 若 n ⩾ 1, 考虑 ℓ2 中元素 en, 其第 n 项为 1 , 其余项均为 0.
若 M = {en : n ⩾ 1}, 则 M 包含在 ℓ2 中以 0为中心 2为半径的开球内, 因此 M 为有界集.
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另外, 任取 x, y ∈ M,x 6= y, 则 d2(x, y) =
√
2. 若 xn ∈ M,xn → x ∈ ℓ2, 则 {xn} 为柯西列,

即存在 N ⩾ 1, 任给 m,n ⩾ N, d2 (xm, xn) < 1, 因此 xm = xn = xN , 此时有 xn → xN . 由
序列极限的唯一性可得 x = xN ∈ M . 由定理 1.3.2 知, M 为闭集. 考虑 M 中的序列 {en},
其任何两项之间的距离为

√
2, 故 {en} 无收敛子列. 从而 M 不为紧集.

下面这个结果给出了紧度量空间的子集成为紧子集的一个充分条件, 这是一个非常有
用的结论. 事实上, 证明一个集合为闭集是一件相对容易的事情.

定理 1.3.10 设 (X, d) 为紧度量空间, 则 Y ⊂ X 为紧集当且仅当 Y 为闭集.

证明 若 Y 为紧集, 则由定理 1.3.9 知 Y 为有界闭集. 反之, 假设 X 为紧集, Y ⊂ X 为

闭集. 设 xn ∈ Y , 则 xn ∈ X. 利用 X 的紧性, 可知存在 {xn} 的子列 {xnk
} 及 x ∈ X,

xnk
→ x. 但 Y 为 X 的闭集, 因此由定理 1.3.2 知 x ∈ Y . 这就证明了 Y 为 X 的紧子

集.

相对紧性与紧性有着十分密切的联系. 相对紧集有下述简单刻画.

定理 1.3.11 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X 为相对紧集当且仅当 M̄ 为紧集.

证明 设 M 为相对紧集, xn ∈ M̄ . 若 n ⩾ 1, 由闭包的等价定义可知, 存在 yn ∈ M , 使得
d (xn, yn) <

1
n

. 由于 M 为相对紧集, 所以存在 {yn} 的子列 {ynk
}, y ∈ X, 使得 ynk

→ y.
由 ynk

∈ M 及定理 1.3.2 知 y ∈ M̄ . 由于 d (xnk
, ynk

) < 1
nk

, 所以 xnk
→ y. 这就说明 M̄

为紧集. 反之, 若 M̄ 为紧集, xn ∈ M . 利用 M̄ 的紧性可知, 存在 {xn} 的子列 {xnk
} 及

x ∈ M̄ , 使得 xnk
→ x. 从而 M 为相对紧集.

我们可以用柯西列来刻画集合的完全有界性.

定理 1.3.12 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X 为完全有界集当且仅当 M 中任意序列均有子

列为柯西列.

证明 设 M 为完全有界集, xn ∈ M . 对于 ε = 1
2
, M 有有限的 1

2
-网, 而 {xn} 有无穷多项,

因此至少有一个半径为 1
2
的开球包含无穷多项 xn, 记为 {x1,i}. 此时有 d (x1,i, x1,j) < 1.

取 ε = 1
4
, 由于 M 为完全有界集, 所以 M 有有限的 1

4
-网, 而 {x1,i} 有无穷多项, 因此

至少有一个半径为 1
4
的开球包含无穷多项 x1,i, 记为 {x2,i}. 此时有 d (x2,i, x2,j) <

1
2
.

设 xk,i 已经找到, 使得 {xk,i} 为 {xk−1,i} 的子列, 且任给 i, j ⩾ 1 有

d (xk,i, xk,j) <
1

2k−1
.

M 有有限的 1
2k+1 -网, 而 {xk,i} 有无穷多项, 所以至少有一个半径为 1

2k+1 的开球包含无穷

多项 xk,i, 设为 {xk+1,i}. 此时有 d (xk+1,i, xk+1,j) <
1
2k

.
考虑 yn = xn,n, {yn} 为 {xn} 的子列, 且由上述构造过程知 d (yn+m, yn) <

1
2n−1 . 因此

{yn} 为柯西列. 我们证明了 M 中任意序列均有子列为柯西列.
现在假设M 不是完全有界集,则存在 ε0 > 0,使得M 没有有限的 ε0-网. 任取 x1 ∈ M ,

则 M 6⊂ B (x1, ε0). 因此存在 x2 ∈ M\B (x1, ε0). 此时有 d (x1, x2) ⩾ ε0. 由于 M 没有有限
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的 ε0-网, 所以 M * B (x1, ε0) ∪B (x2, ε0). 因此存在

x3 ∈ M\ (B (x1, ε0) ∪B (x2, ε0)) .

此时有 d (x3, x1) ⩾ ε0, d (x3, x2) ⩾ ε0. 如此下去, 可得到 {xn}, xn ∈ M , 使得任取 m 6= n,
都有 d (xm, xn) ⩾ ε0. 显然 {xn} 无子列为柯西列.

在已知空间的完备性条件下, 下面这个结果在建立该空间子集的紧性或相对紧性时是
十分有用的.

推论 1.3.1 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X.
(1) 若 M 为相对紧集, 则 M 为完全有界集.
(2) 若 (X, d) 为完备度量空间, 则 M 为完全有界集当且仅当 M 为相对紧集.
(3) M 为紧集当且仅当 M 为完备的且为完全有界集.

证明 (1) 设 M 为相对紧集. 则任取 {xn} , xn ∈ M , 存在 {xn} 的子列 {xnk
} 及 x ∈ X, 使

得 xnk
→ x. 由于收玫列均为柯西列, 所以 {xnk

} 为柯西列. 由上一定理知 M 为完全有界

集.
(2) 设 X 为完备度量空间, 仅需证若 M 为完全有界集, 则 M 为相对紧集. 设 M 为完

全有界集, {xn} 为 M 中一列元素. 由上一定理知 {xn} 有子列 {xnk
} 为柯西列, 由假设 X

为完备的, 所以 {xnk
} 必在 X 中收敛到某点 x ∈ X. 这说明 M 中任意序列均有收敛子列,

因此 M 为相对紧集.
(3) 若 M 为紧集, 则 M 为相对紧集, 由已经证明的第一个结论, M 必为完全有界集.

为了证明 M 完备, 假设 {xn} 为 M 中的柯西列, 利用 M 的紧性, 存在 {xn} 的子列 {xnk
}

及 x ∈ M , 使得 xnk
→ x. 利用定理 1.3.5 可得 xn → x. 因此 M 为完备的.

若 M 为完备的且为完全有界集, 则由定理 1.3.6 可知, M 为闭集. 由已经证明的结论
(2), 可知 M 为相对紧集. 再利用定理 1.3.11 就可以得到 M 的紧性.

下面我们研究连续映射与集合紧性的联系.

定理 1.3.13 设 (X, d1), (Y, d2) 为度量空间, T : X → Y 为连续映射. 那么,
(1) 若 M ⊂ X 为紧集, 则 T (M) = {Tx : x ∈ M} 为 Y 的紧集;
(2) 若 (X, d1) 为紧度量空间, 且 T 为一一映射, 则 T−1 : Y → X 为连续映射.

证明 (1) 设 yn ∈ T (M), 则存在 xn ∈ M , 使得 yn = Txn. 由 M 为紧集知, 存在 {xn} 的
子列 {xnk

} 及 x ∈ M , 使得 xnk
→ x. T 为连续映射, 由定理 1.3.3 可知, Txnk

→ Tx, 即
ynk

→ Tx ∈ T (M). 从而 T (M) 为 Y 的紧集.
(2) 若 (X, d1) 为紧度量空间, 且 T 为一一映射, 则逆映射 T−1 : Y → X 有意义. 又 T

为连续映射, 由已经证明的结论 (1), 可知 Y = T (X) 为紧度量空间. 任给 F ⊂ X 为闭集,
由定理 1.3.10知 F 为 X 的紧子集. 由于 T 为一一映射, 所以 F 通过 T−1 取逆像刚好等于

F 在 T 下的像 T (F ). 由已经证明的结论 (1), 可知 T (F )为 Y 的紧集, 从而由定理 1.3.9知
T (F ) 为 Y 的闭集. 因此 F 通过 T−1 取逆像为 Y 的闭集. 利用定理 1.2.6, 我们知道 T−1

为连续映射.
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推论 1.3.2 设 (X, d) 为非空紧度量空间, T : X → R 为连续映射. 则 T 可以在 X 上取到

最大值和最小值, 即存在 x0, x1 ∈ X, 使得

T (x0) ⩽ T (x) ⩽ T (x1) , x ∈ X.

证明 由定理 1.3.13 可知, T (X) ⊂ R 为非空紧集. 因此, 仅需证 R 的非空紧子集 N 必有

最大元和最小元. 设 a = infx∈N x, 存在 xn ∈ N , xn → a. 由 N 的紧性, 可知存在 {xn} 的
子列 {xnk

} 及 x ∈ N , 使得 xnk
→ x. 显然有 xnk

→ a. 由序列极限的唯一性有 a = x ∈ N .
所以 N 有最小元. 类似方法可证 N 有最大元.

设 (X, d) 为度量空间, x0 ∈ X 固定, M ⊂ X 为 X 的非空子集. 令

ρ (x0,M) = inf
y∈M

d (x0, y)

为从 x0 到 M 的距离. 我们希望找到 y0 ∈ M , 使得

ρ (x0,M) = d (x0, y0) ,

此时称 y0 为 x0 在 M 中的最佳逼近元. 这样的最佳逼近元 y0 一般是不存在的. 但当 M

为非空紧集时, 这样的最佳逼近元 y0 一定存在. 事实上, 任取 n ⩾ 1, 存在 yn ∈ M ,

d (x0, yn) ⩽ ρ (x0,M) +
1

n
.

利用 M 的紧性, 可知存在 {yn} 的子列 {ynk
} 及 y0 ∈ M , 使得 ynk

→ y0. 我们有

ρ (x0,M) ⩽ d (x0, ynk
) ⩽ ρ (x0,M) +

1

nk

.

令 k → ∞, 再利用定理 1.3.4 可得

ρ (x0,M) ⩽ d (x0, y0) ⩽ ρ (x0,M) ,

即 ρ (x0,M) = d (x0, y0).

1.4 Banach 不动点定理及其应用

在这一节里, 我们将建立非空完备度量空间上的 Banach 不动点定理, 这是一个在数学
特别是分析数学里十分重要的结果, 很多数学中的存在性定理的证明必须用到这个结果. 事
实上, 很多数学中的存在性问题可以自然地转化成为某一个映射的不动点问题. Banach 不
动点定理在常微分方程初值解的局部存在性、线性方程解的存在性以及隐函数存在性定理

中有直接的应用. 需要特殊说明的是, Banach 不动点定理给出了一类特殊映射 T : X → X

不动点的存在性和唯一性, 并且给出求解该映射不动点的方法, 即迭代法: 任取 x0 ∈ X, 若
xn = Tnx0, n = 1, 2, · · · , 则序列 {xn} 一定在 X 中收敛, 其收敛的极限就是该映射唯一的
不动点.
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设 X 为非空集合, T : X → X 为映射, x0 ∈ X. 称 x0 为 T 的不动点, 如果 Tx0 = x0.
常见求不动点的方法是迭代法: 任意固定初始点 x0 ∈ X, 令 x1 = Tx0, x2 = Tx1 =

T 2x0, · · · , xn = Txn−1 = Tnx0. 我们希望在 T 满足一定假设条件下, 序列 {xn} 在 X 中为

收敛的, 并希望其极限是 T 的不动点. 我们通常假设 T 为压缩映射.
设 (X, d) 为度量空间, T : X → X 为映射. 若存在常数 0 ⩽ α < 1, 任给 x, y ∈ X,

d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, y) (1.19)

成立, 则称 T 为压缩映射.
需要特殊说明的是压缩映射定义中的常数 α是严格小于 1的. 另外,即使任给 x, y ∈ X

都有 d(Tx, Ty) < d(x, y)成立,也不能保证 T 一定是压缩映射,例如,可以考虑 X = (1,∞),
T : X → X 定义为 Tx = x + 1

x
. 则易证任给 x, y ∈ X, 均有 d(Tx, Ty) < d(x, y), 但 T 不

为压缩映射.
下面给出的不动点定理是一个非常重要的结果, 它在数学的很多领域都有应用. 事实

上, 数学上很多存在性定理的证明都要用到这个结果.

定理 1.4.1 (Banach 不动点定理) 设 (X, d) 为非空完备度量空间, T : X → X 为压缩映射.
则 T 必有唯一的不动点.

证明 任意固定 x0 ∈ X. 令

x1 = Tx0, x2 = Tx1 = T 2x0, · · · , xn = Txn−1 = Tnx0,

则 xn ∈ X. 若 m ⩾ 1, 则有

d
(
Tm+1x0, T

mx0

)
⩽ αd

(
Tmx0, T

m−1x0

)
⩽ · · · ⩽ αmd (Tx0, x0) ,

即

d (xm+1, xm) ⩽ αmd (x1, x0)

若 m > n, 则

d (xm, xn) ⩽ d (xm, xm−1) + d (xm−1, xm−2) + · · ·+ d (xn+1, xn)

⩽ αm−1d (x1, x0) + αm−2d (x1, x0) + · · ·+ αnd (x1, x0)

⩽ αn
(
1 + α+ α2 + · · ·+ αm−n−1

)
d (x1, x0)

⩽ αn

1− α
d (x1, x0) .

(1.20)

由于 0 ⩽ α < 1, 所以 limn→∞ αn = 0. 这说明 {xn} 为 X 中的柯西列. 由假设 X 为完备

的, 故存在 x ∈ X, xn → x. 任给 m ⩾ 2, 由三角不等式得

d(x, Tx) ⩽ d (x, xm) + d (xm, Tx) = d (x, xm) + d (T (xm−1) , Tx)

⩽ d (x, xm) + αd (xm−1, x) .
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令 m → ∞, 则有 d(Tx, x) = 0, 或者等价地 Tx = x. 这就证明了 T 有不动点. 若 y ∈ X 也

为 T 的不动点, 即 Ty = y, 则有

d(x, y) = d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, y),

因此有 (1− α)d(x, y) ⩽ 0. 所以 x = y. 这就证明了 T 的不动点的唯一性.

注 1.4.1 (1) 由上一定理的证明过程我们知道, T 唯一的不动点与初始点 x0 的选取无关.
即任取 x0 ∈ X, {Tnx0} 总收敛到 T 唯一的不动点.

(2) 在式 (1.20) 中令 m → ∞, 应用定理 1.3.4 有

d (xn, x) ⩽
αn

1− α
d (x1, x0) .

这是一个先验估计, 即只要计算完迭代过程的第一步 x1 = Tx0, 就可以估计出迭代过程到
第 n 步得到的 xn 与最终 T 的不动点的距离.

(3) 如果我们将迭代过程的初始点取为 xn−1, 则上面的先验估计变为

d (xn, x) ⩽
α

1− α
d (xn, xn−1) .

这说明可以用迭代过程的第 n− 1 步得到的结果 xn−1 与迭代过程的第 n 步得到的结果 xn

的距离来估计 xn 与最终 T 的不动点的距离.

下面这个结果可以视为上述 Banach 不动点定理的推广, 但它是建立在 Banach 不动点
定理基础上的. 我们将在以后举例说明确实有很多映射是满足下述定理条件, 而不一定满足
Banach 不动点定理条件的, 因此下面这个结果是 Banach 不动点定理的实质性推广.

定理 1.4.2 设 (X, d) 为非空完备度量空间, T : X → X 为映射, 设存在 m ⩾ 1, Tm 为压缩

映射. 则 T 必有唯一的不动点.

证明 令 S = Tm, 则 S 为压缩映射. 由 Banach 不动点定理知 S 有唯一的不动点 x0 ∈ X.
由注 1.4.1 知当 n → ∞ 时, {Sn (Tx0)} 收玫到 x0. 但

Sn (Tx0) = Tmn+1x0 = T (Snx0) = Tx0.

这说明 Tx0 = x0, 从而 T 有不动点. 又 T 的不动点必是 S 的不动点, 由 S 的不动点的唯

一性就可以得到 T 的不动点的唯一性.

在这一节的剩下部分里, 给出 Banach 不动点定理的几个应用.

例 1.4.1 (求解线性方程组) 考虑下列映射

T : Kn → Kn

x 7→ Cx+ b,
(1.21)
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其中 C 为 n 阶方阵, b ∈ Kn 为固定的向量

C =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · amn

 , b =


b1

b2
...
bn


设

x =


x1

x2

...
xn

 ∈ Kn, y =


y1

y2
...
yn

 ∈ K

赋予 Kn 如下度量

d∞(x,y) = max
1⩽i⩽n

|xi − yi| .

则 (Kn, d∞) 为完备度量空间. 于是有

d∞(Tx, Ty) = max
1⩽j⩽n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

aji (xi − yi)

∣∣∣∣∣ ⩽ max
1⩽j⩽n

n∑
i=1

|aji| |xi − yi|

⩽
(

max
1⩽j⩽n

n∑
i=1

|aji|

)
max
1⩽i⩽n

|xi − yi| =

(
max
1⩽j⩽n

n∑
i=1

|aji|

)
d∞(x,y).

因此, 应用 Banach 不动点定理有下述结果.

定理 1.4.3 设 C 为 n 阶方阵, b ∈ Kn 为固定向量. 若
n∑

i=1

|aji| < 1, (1 ⩽ j ⩽ n),

则式 (1.21) 中定义的映射 T 有唯一的不动点.

设 A = (aij)n×n 为 n 阶方阵. 若 detA 6= 0, 则任给 b ∈ Kn, 线性方程组 Ax = b 在

Kn 中有唯一的解. 假设 A 有分解 A = B +G, 其中 B 为可逆的. 则

Ax = b ⇔ Bx = −Gx+ b ⇔ x = −B−1Gx+B−1b.

这样我们就把求解线性方程组 Ax = b 的问题转化成了止 n 上映射的不动点问题. 假设任
取 i = 1, 2, · · · , n 都有 aii 6= 0, 则可取

B =


a11 0

a22
. . .

0 am

 ,
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则此时有简单计算可得

B−1G =


0 a−1

11 a12 a−1
11 a13 · · · a−1

11 a1n

a−1
22 a21 0 a−1

22 a23 · · · a−1
22 a2n

...
...

...
...

a−1
mnan1 a−1

nnan2 a−1
mnan3 · · · 0


应用定理 1.4.3, 若 ∑

j ̸=i

∣∣aii−1aij
∣∣ < 1, 1 ⩽ i ⩽ n,

或者等价地 ∑
j ̸=i

|aij | < |aii| , 1 ⩽ i ⩽ n, (1.22)

则 Kn 上的映射

Tx = −B−1Gx+B−1b (1.23)

有唯一的不动点, 此不动点即为线性方程组 Ax = b 唯一的解. 条件 (1.22) 称为行和判据.
我们事实上证明了如下结果.

定理 1.4.4 设 A 为 n 阶方阵, A 对角线上的元素均非零, 又设 A 满足行和判据 (1.22). 则
A 为可逆矩阵.

当 A 满足定理 1.4.4 所设条件时, 我们已经知道线性方程组 Ax = b 解的存在性及唯

一性, 但上述研究可以给出这个线性方程组解的一种数值求法: 若 n 阶方阵 A 满足性质

(1.22)且 T 如式 (1.23)所定义,则任意固定 x ∈ Kn,通过 T 的 m次迭代得到的序列 xm =

T nx 必在 Kn 中收敛到方程组 Ax = b 唯一的解.

例 1.4.2 (微分方程局部解的存在性) 设 t0, x0 ∈ R, a, b > 0. 考虑矩形

R =
{
(t, x) ∈ R2 : |t− t0| ⩽ a, |x− x0| ⩽ b

}
.

设 f 是 R 上的连续函数, 且存在 k ⩾ 0, 使得任给 (u, x), (u, y) ∈ R 有

|f(u, x)− f(u, y)| ⩽ k|x− y|. (1.24)

此条件称为关于 f 的 Lipschitz 条件. 考虑初值问题

(P ) :

x′(t) = f(t, x(t)),

x (t0) = x0.

我们希望在以 t0为中心的某个闭区间 [t0 − β, t0 + β]上求解这个初值问题,其中 0 < β ⩽ a.
即求解 x ∈ C1 [t0 − β, t0 + β], 使得当 t ∈ [t0 − β, t0 + β] 时, x(t) ∈ [x0 − b, x0 + b] 且 x 满

足方程 (P ).
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定理 1.4.5 设 t0, x0, a, b, f, k 的意义同例 1.4.2, 且

c = max
(t,x)∈R

|f(t, x)|,

0 < β < min
{
a,

b

c
,
1

k

}
.

则存在唯一的 x ∈ C1[t0 − β, t0 + β], 使得当 t ∈ [t0 − β, t0 + β] 时, 有 x(t) ∈ [x0 − b, x0 + b]

且 x 满足方程 (P ).

证明 设 J = [t0 − β, t0 + β], C(J) 为闭区间 J 上的连续函数空间, 其上赋予度量

d∞(x, y) = max
t∈J

|x(t)− y(t)|.

则 (C(J), d∞) 为完备度量空间. 考虑 C(J) 中以常函数 x0 为中心的闭球

C = {x ∈ C(J) : d∞ (x, x0) ⩽ cβ} .

闭球总为闭集, 所以 C 是 C(J) 的闭集. 又 (C(J), d∞) 为完备度量空间, 因此由定理 1.3.7
知 C 为完备度量空间.
任给 x ∈ C, 定义 J 上的函数 Tx 为

(Tx)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ, t ∈ J.

若 t ∈ J , 则上式积分中的积分变量 τ ∈ J , 由 β 和集合 C 的定义有 |τ − t0| ⩽ β ⩽ a

且 | x(τ)− x0 |⩽ cβ ⩽ b. 所以 (τ, x(τ)) ∈ R. 从而定义 Tx 中积分中的被积函数有意义.
J 上的函数 τ → (τ, x(τ)) 为连续函数, 又 f 为连续函数, 因此 J 上的函数 τ →

f(τ, x(τ)) 为连续函数. 因此
∫ t

t0
f(τ, x(τ))dτ 为 t 的连续函数. 这样我们就证明了 Tx ∈

C(J).
任给 x ∈ C, t ∈ J , 有

|(Tx)(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ
∣∣∣∣ ⩽ c |t− t0| ⩽ βc.

因此 Tx ∈ C. T 为从 C 到 C 的映射.
若 u, v ∈ C, t ∈ J , 则由式 (1.24), 有

(Tu)(t)− (Tv)(t) | =
∣∣∣∣∫ t

t0

(f(τ, u(τ))− f(τ, v(τ)))dτ
∣∣∣∣

⩽ |t− t0| sup
τ∈J

|f(τ, u(τ))− f(τ, v(τ))|

⩽ kβ sup
τ∈J

|u(τ)− v(τ)| ⩽ kβd∞(u, v),

所以有

d∞(Tu, Tv) ⩽ kβd∞(u, v).
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由于 kβ < 1, 因此 T 为压缩映射. 由 Banach 不动点定理知 T 有唯一的不动点 x ∈ C.
由 T 的定义得

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ, t ∈ J.

由于函数 τ → f(τ, x(τ)) 在 J 上连续, 因此其变上限积分为 C1 函数, 所以 x ∈ C1[J ]. 显
然有 x (t0) = x0 成立. 上式两边同求导可得 x′(t) = f(t, x(t)). 这说明 T 的不动点 x 为初

值问题 (P ) 的解. 这就证明了初值问题 (P ) 的解的存在性.
反之, 假设 x ∈ C[J ] 是初值问题 (P ) 的解, 即 x ∈ C1(J), 有

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ J,

且 x (t0) = x0. 上式两边同时求积分有

x(t) =

∫ t

t0

x′(τ)dτ + x (t0) =

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ + x0.

则由 β 及 c 的定义容易验证 x ∈ C. 而上式说明 x ∈ C 为 T 的不动点. 由于 T 在 C 上的

不动点是唯一的, 因此初值问题 (P ) 的解 x ∈ C1(J) 也是唯一的.

例 1.4.3 (第二类 Fredholm 积分方程) 设 a < b, K ∈ C ([a, b]2), µ 为常数, v ∈ C[a, b] 为固

定元. 考虑积分方程

x(t) = µ

∫ b

a

K(t, τ)x(τ)dτ + v(t), t ∈ [a, b], (1.25)

我们希望在连续函数空间 C[a, b] 中求解这个积分方程. 为此考虑连续函数空间 C[a, b], 在
其上赋予度量

d∞(x, y) = max
a⩽t⩽b

|x(t)− y(t)|,

则 (C[a, b], d∞) 为完备度量空间. 我们希望将上述积分方程求解问题转化成一个 C[a, b] 上

映射的不动点问题.
由于 K ∈ C ([a, b]2) , [a, b]2 为有界闭集, 所以

C = max
a⩽t,s⩽b

|K(t, s)| < ∞.

若 x ∈ C[a, b], 令

(Tx)(t) = v(t) + µ

∫ b

a

K(t, τ)x(τ)dτ, t ∈ [a, b].

由函数 K 及 x 的连续性知 Tx 为连续函数, 即 Tx ∈ C[a, b]. 易见 x ∈ C[a, b] 为 T 的不动

点当且仅当 x 满足积分方程 (1.25).
对于 x, y ∈ C[a, b], 有

d∞(Tx, Ty) = max
a⩽t⩽b

∣∣∣∣∣µ
∫ b

a

K(t, τ)(x(τ)− y(τ))dτ
∣∣∣∣∣

⩽ |µ|C(b− a) max
a⩽t⩽b

|x(t)− y(t)|

= |µ|C(b− a)d∞(x, y).
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因此当 |µ|C(b− a) < 1 时, T 为压缩映射. 由 Banach 不动点定理知此时 T 有唯一的不动

点, 即任给 v ∈ C[a, b], 积分方程 (1.25) 在 C[a, b] 中有唯一的解.

例 1.4.4 (Volterra 积分方程) 设 a < b, K ∈ C(∆), 其中

∆ =
{
(t, s) ∈ [a, b]2 : a ⩽ t ⩽ b, a ⩽ s ⩽ t

}
,

µ 为常数, v ∈ C[a, b] 为固定元. 考虑积分方程

x(t) = µ

∫ t

a

K(t, τ)x(τ)dτ + v(t), t ∈ [a, b], (1.26)

我们希望在连续函数空间 C[a, b] 中求解这个积分方程. 为此考虑 C[a, b], 在其上赋予度量
d∞,则 (C[a, b], d∞)为完备度量空间. 我们希望将这个积分方程求解问题转化成一个 C[a, b]

上映射的不动点问题.
由于 ∆ 为 R2 的有界闭集, K ∈ C(∆), 所以

C = max
(t,s)∈∆

|K(t, s)| < ∞.

若 x ∈ C[a, b], 令

(Tx)(t) = v(t) + µ

∫ t

a

K(t, τ)x(τ)dτ, t ∈ [a, b].

由函数 K 及 x 的连续性知 Tx 为连续函数, 即 Tx ∈ C[a, b]. 易见 x ∈ C[a, b] 为 T 的不动

点当且仅当 x 满足积分方程 (1.26).
任给 x, y ∈ C[a, b], t ∈ [a, b], m ⩾ 1, 下证

|(Tmx) (t)− (Tmy) (t)| ⩽ (|µ|C(t− a))m

m!
d∞(x, y). (1.27)

由于

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| = |µ|
∣∣∣∣∫ t

a

K(t, s)(x(s)− y(s))ds
∣∣∣∣

⩽ |µ|
∫ t

a

|K(t, s)||x(s)− y(s)|ds

⩽ |µ|C(t− a)d∞(x, y),

这说明当 m = 1 时式 (1.27) 成立. 假设当 m = k 时式 (1.27) 成立, 则当 a ⩽ t ⩽ b 时∣∣(T kx
)
(t)−

(
T ky

)
(t)
∣∣ ⩽ (|µ|C(t− a))k

k!
d∞(x, y).

利用此归纳假设, 有(
T k+1x

)
(t)−

(
T k+1y

)
(t) | = |µ|

∣∣∣∣∫ t

a

K(t, s)
((
T kx

)
(s)−

(
T ky

)
(s)
)

ds
∣∣∣∣

⩽ |µ|
∫ t

a

|K(t, s)|
∣∣(T kx

)
(s)−

(
T ky

)
(s)
∣∣ds

⩽
(|µ|C)k+1

∫ t

a
(s− a)k dsd∞(x, y)

k!

=
(|µ|C(t− a))k+1

(k + 1)!
d∞(x, y).
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因此式 (1.27) 对所有的 m ⩾ 1 都成立. 所以总有

d∞ (Tmx, Tmy) ⩽ (|µ|C(b− a))m

m!
d∞(x, y).

注意到

lim
m→∞

(|µ|C(b− a))m

m!
= 0,

故存在 m0 ⩾ 1, 使得 Tm0 为压缩映射. 由定理 1.4.2 知 T 有唯一的不动点, 或者等价地说,
任给 v ∈ C[a, b], 积分方程 (1.26) 在 C[a, b] 中有唯一的解.

例 1.4.5 (隐函数存在定理) 设 a < b 固定,

L =
{
(t, y) ∈ R2 : a ⩽ t ⩽ b, y ∈ R

}
为 R2 的带状区域. 设 f 为 L 上的连续函数, 且偏导函数 f ′

y 在 L 上处处存在. 假设存在常
数 0 < m < M < ∞ 使得

m ⩽ f ′
y(t, y) ⩽ M, (t, y) ∈ L.

则存在唯一的 y ∈ C[a, b], 使得

f(t, y(t)) = 0, a ⩽ t ⩽ b. (1.28)

为了证明这个隐函数存在定理, 考虑连续函数空间 C[a, b], 在其上赋予度量 d∞, 则
(C[a, b], d∞) 为完备度量空间. 若 y ∈ C[a, b], 令

(Ty)(t) = y(t)− 1

M
f(t, y(t)), a ⩽ t ⩽ b.

则 Ty ∈ C[a, b]. 易见 y ∈ C[a, b] 满足式 (1.28) 当且仅当 y 为 T 的不动点. 任给 y1, y2 ∈
C[a, b] 及 t ∈ [a, b], 由微分中值定理, 有

|(Ty1) (t)− (Ty2) (t)| =
∣∣∣∣y1(t)− y2(t)−

1

M
(f (t, y1(t))− f (t, y2(t)))

∣∣∣∣
= |y1(t)− y2(t)|

(
1− 1

M
f ′
y (t, y1(t) + θ (y2(t)− y1(t)))

)
,

其中 0 ⩽ θ ⩽ 1. 由于 0 < m ⩽ f ′
y(t, y) ⩽ M , 所以

0 ⩽ 1− 1

M
f ′
y (t, y1(t) + θ (y2(t)− y1(t))) ⩽ 1− m

M
.

因此有

d∞ (Ty1, T y2) ⩽
(
1− m

M

)
d∞ (y1, y2) .

这就证明了 T 为 C[a, b] 上的压缩映射. 由 Banach 不动点定理, T 有唯一的不动点 y ∈
C[a, b], 或者等价地说, 存在唯一的 y ∈ C[a, b] 满足式 (1.28).
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习题 1

1. 求证: d1(x, y) =
√
|x− y| 定义了 R 上的度量. d2(x, y) = (x − y)2 能定义 R 上的

度量吗? 证明你的结论.
2. 设 (X, d) 为度量空间 , x, y, z, w ∈ X. 求证

|d(x, y)− d(z, w)| ⩽ d(x, z) + d(y, w).

3. 设 X 为由 0 和 1 构成的三元序组之集, 即

X =
{
(a1, a2, a3) : ai = 0 或者ai = 1

}
.

若 x, y ∈ X, 定义 d(x, y) 为 x 和 y 不同分量的个数. 求证: d 为 X 上的度量. 是否可在 n

元序组之集 {(a1, a2, · · · , an) : ai = 0 或者 ai = 1} 上定义类似的度量?
4. 设 (X, d) 为度量空间, 令 d1(x, y) = min{1, d(x, y)}, d2(x, y) = d(x,y)

1+d(x,y)
. 求证: d1 和

d2 都是 X 上的度量.
5. 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X 为非空子集. 若 x ∈ X, 令

ρ(x,M) = inf
y∈M

d(x, y).

求证:
(1) 任给 x, y ∈ X 有

|ρ(x,M)− ρ(y,M)| ⩽ d(x, y);

(2) x ∈ M̄ 当且仅当 ρ(x,M) = 0;
(3) 若 M 为闭集, 则 x /∈ M 当且仅当 ρ(x,M) > 0.
6. 设 (X, d) 为度量空间, 求证: M ⊂ X 为开集当且仅当 M 可以表示成 X 中某些开

球的并集.
7. 设 M 为度量空间 (X, d) 的子集, 求证: x ∈ X 为 M 的聚点当且仅当任取 ε > 0, 开

球 B(x, r) 中总有无穷多个 M 中的点.
8. 求下述集合的闭包: (1) R 中的整数集 Z; (2) R 中的有理数集 Q; (3) 复平面 C 的单

位开圆盘 D = {z ∈ C : |z| < 1}.
9. 设 (X, d) 为度量空间, A,B 为 X 的子集. 求证:
(1) A ∪B = Ā ∪ B̄;
(2) A ∩B ⊂ Ā ∩ B̄;
(3) (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦;
(4) A◦ ∪B◦ ⊂ (A ∪B)◦.
举例说明第二个和第四个包含关系可以是严格的.
10. 举例说明: 无穷多个开集的交集末必还是开集, 无穷多个闭集的并集也末必还是闭

集.
11. 在 C[0, 1] 上赋予度量 d∞, 考虑集合 M = {x ∈ C[0, 1] : x(0) = 1}. 求证: M 为闭

集. 若在 C[0, 1] 上赋予度量 d1,M 还是闭集吗? 证明你的结论.
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12. 设 M = {{xn} ∈ ℓ1 : 任取 k ⩾ 0, 都有 x2k+1 = 0}. 求证: M 在 ℓ1 中为闭集.
13. 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X. 称 ∂M = M̄\M◦ 为 M 的边界. 求证:
(1) ∂M 总为闭集;
(2) x ∈ ∂M 当且仅当任给 ε > 0, B(x, ε) ∩M 6= ∅, B(x, r) ∩M c 6= ∅;
(3) ∂M = ∂ (M c).
求下述集合的边界:
(1) R 中的开区间 (0, 1);
(2) R 中的半开半闭区间 (0, 1];
(3) R 中的有理数集 Q;
(4) 复平面 C 的单位开圆盘 D = {z ∈ C : |z| < 1}.
14. 若 xn, yn 为度量空间 (X, d) 的柯西列, 求证: d (xn, yn) 为 R 中的柯西列.
15. 若 x, y ∈ R, 设 d(x, y) = | arctan(x)− arctan(y)|. 求证:
(1) d 为 R 上的度量;
(2) (R, d) 不为完备度量空间.
16. 任取 x, y ∈ Z, 令 d(m,n) =

∣∣ 1
m

− 1
n

∣∣. 求证: d 为 Z 上的度量, (Z, d) 不为完备度量
空间.

17. 设 C1[0, 1] 为闭区间 [0, 1] 上连续可导实函数的全体, 若 x, y ∈ C1[0, 1], 令

d(x, y) = max
0≤t≤1

|x(t)− y(t)|+ max
0≤t≤1

|x′(t)− y′(t)| .

求证:
(1) d 为 C1[0, 1] 上的度量;
(2) (C1[0, 1], d) 为完备度量空间;
(3) 有理系数多项式之集在 C1[0, 1] 中稠密, 进而证明 C1[0, 1] 为可分度量空间.
18. 设 (X, d) 为度量空间, 令 δ(x, y) = d(x,y)

1+d(x,y)
. 求证: (X, d) 为完备度量空间当且仅

当 (X, δ) 为完备度量空间.
19. 设 a < b, 在 C[a, b] 和 C[0, 1] 上都赋度量 d∞. 求证: C[a, b] 与 C[0, 1] 等距同构.
20. 设 X 为度量空间, M ⊂ X. 求证: M 在 X 中稠密当且仅当任给 ε > 0, 有 X =⋃

x∈M B(x, ε).

21. 求证: c0, s 均为可分度量空间.
22. 在 C[a, b] 上赋予度量 d∞, 设 Y = {x ∈ C[a, b] : x(a) = x(b)}. 求证: Y 为 C[a, b]

的完备度量子空间.
23. 设 X 为完备度量空间, 非空子集 F ⊂ X 的直径定义为

diam(F ) = sup
x,y∈F

d(x, y).

设 Fn ⊂ X 为非空闭集, 且任取 n ⩾ 1, Fn+1 ⊂ Fn, 又设 limn→∞ diam (Fn) = 0. 求证:⋂∞
n=1 Fn 为单点集. 举例说明条件 limn→∞ diam (Fn) = 0 是必要的.

24. 设 (X, d) 为度量空间, 求证: M ⊂ X 为有界集当且仅当任取 x ∈ X, 存在 r > 0,
使得 M ⊂ B(x, r).
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25. 设 B[a, b] 为定义在 [a, b] 上的所有有界函数. 若 x, y ∈ B[a, b], 定义

d∞(x, y) = sup
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|.

求证:
(1) d∞ 为 B[a, b] 上的度量;
(2) C[a, b] 赋子度量 d∞ 为 B[a, b] 的闭集;
(3) B[a, b] 为不可分度量空间;
(4) B[a, b] 为完备度量空间.
26. 设 (X, dX) 和 (Y, dY ) 为度量空间, C ⩾ 0, α > 0, 映射 T : X → Y 满足: 任取

x1, x2 ∈ X, 都有 dY (Tx1, Tx2) ⩽ CdX (x1, x2)
α. 求证: T 为连续映射.

27. 设 X,Y 为度量空间, T : X → Y 为映射. 求证: T 为连续映射当且仅当任取

M ⊂ X, 都有 T (M̄) ⊂ T (M).
28. 设 1 ⩽ p < ∞. 求证: ℓp 的子集 M =

{
{xn} : |xn| ⩽ 1

n

}
为紧集.

29. 设 (X, d) 为度量空间, 求证:
(1) 有限个紧集的并集还为紧集;
(2) 具有下述性质的集合 M 为紧集: 任取 (Gi)i∈I 为一族开集, 使得 M ⊂

⋃
i∈I Gi, 总

存在有限个下标 i1, i2, · · · , in, 使得 M ⊂
⋃n

j=1 Gij .
30. 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X 为非空子集. 求证:
(1) M 为有界集当且仅当 diam(M) < ∞;
(2) 若 M 为紧集, 则存在 x0, y0 ∈ M , 使得 diam(M) = d (x0, y0);
(3) 举例说明当 M 为有界闭集时 (2) 中的结论不成立.
31. 设 (X, d) 为度量空间, M,N ⊂ X 为非空子集. 定义 M 和 N 的距离为

ρ(M,N) = inf
x∈M,y∈N

d(x, y).

求证:
(1) 若 P(X) 为 X 的所有非空子集所构成的集合, ρ 一般不是 P(X) 上的度量;
(2) 若 M 为紧集, N 为闭集, 则 M ∩N = ∅ 当且仅当 ρ(M,N) > 0;
(3) 举例说明当 M 为有界闭集时 (2) 中的结论不成立;
(4) 若 M,N 均为紧集, 存在 x0 ∈ M , y0 ∈ N , 使得 ρ(M,N) = d (x0, y0).
32. 设 1 ⩽ p < ∞, M ⊂ ℓp. 求证: M 为相对紧集当且仅当M 为有界集,且任取 ε > 0,

存在 N ⩾ 1, 使得任给 {xn} ∈ M , 都有
∑∞

n=N |xn|p < ε.
33. 设 M ⊂ ℓ∞. 求证: M 为相对紧集当且仅当 M 为有界集, 且任取 ε > 0, 存在

N ⩾ 1, 使得任给 {xn} ∈ M , 都有 supn⩾N |xn| < ε.
34. 设 M ⊂ s. 求证: M 为相对紧集当且仅当对任取的 n ⩾ 1, 存在 γn ⩾ 0, 使得任给

x = {xn} ∈ M , 都有 |xn| ⩽ γn.

35. 设 X 为非空紧度量空间, 映射 T : X → X 满足: 任取 x, y ∈ X, x 6= y, 都有
d(Tx, Ty) < d(x, y). 求证: T 有唯一的不动点.
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36. 设 v ∈ C[0, 1] 固定, 求证: 存在唯一的 x ∈ C[0, 1], 使得

x(t) =
1

3
cos(x(t)) + v(t), 0 ⩽ t ⩽ 1.

37. 举例说明 Banach 不动点定理中度量空间 X 的完备性假设是必要条件.
38. 设 c > 0 固定, 取定 x0 >

√
c, 对于 n ⩾ 0, 令

xn+1 =
1

2

(
xn +

c

xn

)
, n = 0, 1, 2, · · · ,

求证 xn →
√
c. 取 c = 2, x0 = 2, 求 x1, x2, x3, x4, 并给出

∣∣xn −
√
2
∣∣ 的一个上界.
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本章将要讨论的赋范空间是一类特殊的度量空间. 它首先是线性空间, 即该空间中任意
两点可以做加法或与数相乘, 运算的结果仍为该空间的点, 并且该空间中每个点可以定义长
度, 这个长度称为该点的范数, 范数可以视为欧氏空间中向量长度概念的推广. 利用此范数
可以自然地定义该空间上的一个度量. 由于赋范空间既有代数结构, 又有拓扑结构, 因此其
空间结构较度量空间要丰富得多, 其在实际中的应用也更加重要. 本章将讨论线性空间、线
性空间的维数、Hamel 基、赋范空间、有限维赋范空间的刻画、赋范空间之间有界线性算
子、赋范空间的对偶空间以及一些具体赋范空间对偶空间的表示等.

2.1 线性空间和维数

线性空间在很多数学分支起着重要作用, 是数学中十分基本的概念. 事实上, 在各种实
际问题或理论研究中考虑的集合 X, 其元素可以是通常欧氏空间的向量, 或是数列和函数,
这些元素以某种自然的方式相加或与数相乘, 运算的结果仍为 X 中的元素, 并且加法和数
乘自然地存在着一定的内在联系, 这两种运算对应的 X 中结构称为 X 的代数结构. 这些具
体的例子促使我们抽象出线性空间的概念.

定义 2.1.1 设 X 为非空集合, 其上定义了两种运算: 加法和数乘, 即任给 x, y ∈ X 及

λ ∈ K, 可以定义 x+ y, λx ∈ X. 若
(1) ∀x, y ∈ X,x+ y = y + x (交换律),
(2) ∀x, y, z ∈ X, (x+ y) + z = x+ (y + z) (结合律),
(3) ∃0 ∈ X, ∀x ∈ X,x+ 0 = 0 + x,
(4) ∀x ∈ X, ∃ − x ∈ X,x+ (−x) = 0,
(5) ∀x ∈ X, ∀α, β ∈ K, α(βx) = (αβ)x,
(6) ∀x ∈ X, 1x = x,
(7) ∀x, y ∈ X,α ∈ K, α(x+ y) = αx+ αy,
(8) ∀x ∈ X,α, β ∈ K, (α+ β)x = αx+ βx,
则称 X 为 K 上的线性空间 (也称为矢量空间或向量空间), X 中的元素称为向量, 点 0

称为 X 的零元. 当 K = R 时, 称 X 为实线性空间, 当 K = C 时, 则称 X 为复线性空间.

例 2.1.1 设 n ⩾ 1. 任给 x,y ∈ Kn, 对于

x = (x1, x2, · · · , xn) , y = (y1, y2, · · · , yn)

40



2.1 线性空间和维数 41

及 λ ∈ K, 定义
x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn) ,

λx = (λx1, λx2, · · · , λxn) .

则易证 Kn 为 K 上的线性空间.

例 2.1.2 设 Ω 为非空集合, 令 F (Ω) 为所有定义在 Ω 上取值于朳中函数的全体. 任给
f, g ∈ F (Ω) 及 λ ∈ K, 定义

(f + g)(t) = f(t) + g(t), t ∈ Ω,

(λf)(t) = λf(t), t ∈ Ω.

则 F (Ω) 为 K 上的线性空间.

设 s 为所有数列所构成的集合, 则 s 中每个元素可以视为一个定义在 N 上取值于止中
的函数, 所以 s = F (N). 因此 s 为 K 上的线性空间.
设 X 为 K 上的线性空间, Y ⊂ X. 若任取 x, y ∈ Y, α, β ∈ K, 都有 αx+ βy ∈ Y , 即 Y

在加法和数乘运算下为封闭的, 则称 Y 为 X 的线性子空间. 容易验证 Y 为 X 的线性子空

间当且仅当任取 x, y ∈ Y, α ∈ K, 都有 x+ y, αx ∈ Y . 也容易验证如果 Y 为 X 的线性子空

间, 则 Y 本身也是线性空间, 即将 X 中的加法和数乘限制在 Y 中, 则 Y 也满足定义 2.1.1
中的 8 条公理.
设 a < b, 则连续函数空间 C[a, b] 为 F ([a, b]) 的子集. 若 f, g ∈ C[a, b] 及 α ∈ K, 由连

续函数的性质显然有

f + g, αf ∈ C[a, b].

所以 C[a, b] 为 F ([a, b]) 的线性子空间, 因此 C[a, b] 本身就是线性空间.
ℓ∞ 为 s 的子集. 若 x, y ∈ ℓ∞, α ∈ K, x = {xn} , y = {yn}, 则存在 C ⩾ 0, 使得任取

n ⩾ 1, 有 |xn| ⩽ C, |yn| ⩽ C, 因此, 任取 n ⩾ 1, 有

|xn + yn| ⩽ 2C, |αxn| ⩽ |α|C.

即 x + y, αx ∈ ℓ∞. 这说明 ℓ∞ 为 s 的线性子空间, 所以 ℓ∞ 本身就是线性空间. 应用
Minkowski 不等式 (1.5) 可证当 1 ⩽ p < ∞ 时, ℓp 也是 s 的线性子空间. 从而 ℓp 为线性空

间.
若 X 为线性空间, 则 {0} 及 X 均是 X 的线性子空间, 这两个线性子空间称为 X 的平

凡线性子空间. 从定义可以看出, 如果 Xi 为 X 的线性子空间, 其中 i ∈ I, I 为指标集, 则⋂
i∈I Xi 仍为 X 的线性子空间. 需要注意的是 X 的线性子空间的并集末必一定仍是 X 的

线性子空间.
若 X 为线性空间, x1, x2, · · · , xn 为 X 中有限个元素, 称形如

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn

的元素为 x1, x2, · · · , xn 的线性组合, 其中 α1, α2, · · · , αn ∈ K. 为了方便起见, 有时将
α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn 简写为

∑n
i=1 αixi. 若 Y 为 X 的线性子空间, 对于

x1, x2, · · · , xn ∈ Y, α1, α2, · · · , αn ∈ K,
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则由线性子空间的定义有

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn ∈ Y.

若 M ⊂ X 为非空子集, 令 span(M) 为 M 中元素线性组合的全体, 即

span(M) =

{
n∑

i=1

αixi : n ⩾ 1, αi ∈ K, xi ∈ M

}
. (2.1)

下面证明 span(M) 为包含 M 的 X 的最小线性子空间. 首先来证明 span(M) 为 X 的线性

子空间. 若 x, y ∈ span(M), λ, µ ∈ K, 则存在

x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym ∈ M

及

α1, α2, · · · , αn, β1, β2, · · · , βm ∈ K,

使得

x =
n∑

i=1

αixi, y =
m∑
j=1

βjyj

则

λx+ µy =λα1x1 + λα2x2 + · · ·+ λαnxn + µβ1y1

+ µβ2y2 + · · ·+ µβmym ∈ span(M).

因此 span(M) 为 X 的线性子空间. 又显然有 M ⊂ span(M), 故 span(M) 为包含 M 的 X

的线性子空间.
假设 Y 为 X 的线性子空间且 M ⊂ Y , 则易见 span(M) ⊂ span(Y ). 但由于 Y 为 X

的线性子空间, 所以 span(Y ) = Y . 因此有 span(M) ⊂ Y . 这就证明了 span(M) 为包含 M

的 X 的最小线性子空间. 有时也称 span(M) 为 X 的由 M 生成的线性子空间.

定义 2.1.2 设 X 为线性空间, 称 X 中有限个元素 x1, x2, · · · , xn 为线性无关的, 如果有
α1, α2, · · · , αn ∈ K, 使得

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0,

则必有

α1 = α2 = · · · = αn = 0.

若 x1, x2, · · · , xn 不是线性无关的, 即存在不全为 0 的 α1, α2, · · · , αn ∈ K, 使得

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0,

则称 x1, x2, · · · , xn 线性相关. 若 M ⊂ X 为非空子集, M 的任意有限个元素都是线性无关

的, 则称 M 线性无关, 反之则称 M 线性相关.

例 2.1.3 设 α1, α2, α3, · · · ∈ R 为一列两两不等的实数, 考虑

fi(t) = eαit, t ∈ [0, 1].
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则 fi ∈ C[0, 1]. 下面证明 {fi : i ⩾ 1} 在线性空间 C[0, 1] 中线性无关. 设

i1 < i2 < · · · < in, β1, β2, · · · , βn ∈ K,

使得

β1fi1 + β2fi2 + · · ·+ βnfin = 0.

即

β1eαi1 t + β2eαi2 t + · · ·+ βneαin t = 0, t ∈ [0, 1]. (2.2)

不妨设 αi1 < αi2 < · · · < αin . 在上式两边同时求导则有

αi1β1eαi1
t + αi2β2eαi2

t + · · ·+ αinβneαin t = 0, t ∈ [0, 1].

式 (2.2) 两边同时乘以 αi1 , 再与上式相减可得

(αi2 − αi1)β2eαi2
t + · · ·+ (αin − αi1)βneαin t = 0, t ∈ [0, 1].

重复上述过程最后可以得到

(αin − αi1) (αin − αi2) · · ·
(
αin − αin−1

)
βneαin t = 0, t ∈ [0, 1].

由于 αi 两两不等, 所以 βn = 0. 类似可证

βn−1 = βn−2 = · · · = β1 = 0,

即 fi1 , fi2 , · · · , fin 线性无关, 从而 {fi : i ⩾ 1}线性无关. 用类似方法可证 {cos(nt) : n ⩾ 1}
在 C[0, 2π] 中线性无关.

设 X 为线性空间, 如果存在 n ⩾ 1 使得 X 有 n 个线性无关的元素

x1, x2, · · · , xn,

但 X 中任意 n + 1 个元素均线性相关, 则称 X 为有限维空间, n 称为 X 的维数, 记为
dim(X) = n. 此时任取 x ∈ X, 存在唯一的系数 α1, α2, · · · , αn ∈ K, 使得

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn.

事实上, 由假设 x, x1, x2, · · · , xn 为线性相关的, 所以存在不全为 0 的纯量

α, α1, α2, · · · , αn ∈ K

使得

αx+ α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0.

若 α = 0, 则
α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0,
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且 α1, α2, · · · , αn 不全为 0. 这与 x1, x2, · · · , xn 线性无关这个假设矛盾, 所以 α 6= 0. 此时
有

x =
α1

α
x1 +

α2

α
x2 + · · ·+ αn

α
xn.

若存在 β1, β2, · · · , βn ∈ K,

x = β1x1 + β2x2 + · · ·+ βnxn.

则 (α1

α
− β1

)
x1 +

(α2

α
− β2

)
x2 + · · ·+

(αn

α
− βn

)
xn = 0

由 x1, x2, · · · , xn 的线性无关性, 有
α1

α
= β1,

α2

α
= β2, · · · ,

αn

α
= βn.

因此 X 中任意元素可以唯一地表示成 x1, x2, · · · , xn 的线性组合.
若 X 不是有限维空间, 则称 X 为无穷维空间, 记 X 的维数 dim(X) = ∞. 此时, 存在

X 中可数多个元素 xi ⊂ X, 使得 {xi : i ⩾ 1} 为线性无关的.
易见 dim (Kn) = n,dim (ℓp) = dim(C[a, b]) = dim(s) = ∞.

定义 2.1.3 设 X 为线性空间, M 为 X 线性无关子集, 称 M 是 X 的 Hamel 基, 如果
span(M) = X.

若 M 为 X 的 Hamel 基, 则任取 x ∈ X, 存在 M 中唯一两两不等的元素

x1, x2, · · · , xn ∈ M

及全部不为 0 的
α1, α2, · · · , αn ∈ K

使得

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn.

由于 X ⊂ span(M), 再利用 span(M) 的定义 (2.1), 容易看出上述线性组合总是存在的. 假
设还存在 M 中两两不等的元素

y1, y2, · · · , ym ∈ M

β1, β2, · · · , βm ∈ K

及全部不为 0 的使得
x = β1y1 + β2y2 + · · ·+ βmym.

假设

{x1, x2, · · · , xn} 6= {y1, y2, · · · , ym} .

不妨设存在 ym /∈ {x1, x2, · · · , xn}. 则由

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = β1y1 + β2y2 + · · ·+ βmym



2.1 线性空间和维数 45

知

ym =
1

βm

(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn − β1y1 − β2y2 − · · · − βm−1ym−1) .

因此

ym ∈ span {x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym−1} .

但

ym /∈ {x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym−1} ,

这与 {x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym−1, ym} 的线性无关性矛盾.

例 2.1.4 在 Kn 中, 若 ei ∈ Kn 为第 i 个分量为 1 , 其余的分量都为 0 的向量, 则

e1, e2, · · · , en

构成 Kn 的 Hamel基. 事实上, e1, e2, · · · , en 显然为线性无关的,如果 x = (x1, x2, · · · , xn),
则

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.

故 Kn = span {e1, e2, · · · , en}. 从而 {e1, e2, · · · , en} 为 Kn 的 Hamel 基.

例 2.1.5 若 1 ⩽ p < ∞, 考虑 ℓp 的子集 M :

M = {{xn} : ∃N, ∀n ⩾ N, xn = 0} .

则易证 M 为 ℓp 的线性子空间. 从而 M 本身是线性空间. 若 n ⩾ 1, 令 en ∈ ℓp 为第 n 项

为 1 , 余下的各项都为 0 的数列, 则可以验证集合 {en : n ⩾ 1} 为 M 的 Hamel 基. 需要特
别指出的是, {en : n ⩾ 1} 虽然在 ℓp 中为线性无关的, 但它不构成 ℓp 的 Hamel 基, 需要在
M 的基础上加人许多别的元素才能得到 ℓp 的 Hamel 基.

下面这个结果给出了线性空间中 Hamel基的存在性. 其证明要用到附录中介绍的 Zorn
引理.

定理 2.1.1 设 X 为线性空间, X 6= {0},M0 为 X 的线性无关子集. 则一定存在 X 的

Hamel 基 N , 使得 M0 ⊂ N . 由于非零单点集 {x} 均是线性无关的, 所以任意非零线性空间
均有 Hamel 基.

证明 考虑集合

E =
{
M ⊂ X : M 线性无关, M0 ⊂ M

}
.

由于 M0 ∈ E , 所以 E 6= ∅.
若 M,N ∈ E , 定义

M ⩽ N ⇔ M ⊂ N.

M =
⋃

N∈ε1

N.

下面证明 M ∈ E . 为此设 x1, x2, · · · , xn ∈ M 为两两不等的元素, 则存在

N1, N2, · · · , Nn ∈ E1,
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使得 xi ∈ Ni. 由于 E1 为全序的, 故 N1, N2, · · · , Nn 可以比较大小, 不妨设

N1 ⩽ N2 ⩽ · · · ⩽ Nn,

即 N1 ⊂ N2 ⊂ · · · ⊂ Nn. 此时任给 1 ⩽ i ⩽ n 有 xi ∈ Nn. 由于 Nn ∈ E , 所以
{x1, x2, · · · , xn} 线性无关. 这就证明了 M 线性无关. 又显然有 M0 ⊂ M , 故 M ∈ E . 由 M

的定义知, 任取 N ∈ E1 有 N ⊂ M , 即 N ≼ M . 这说明 M 为 E 的上界. 这样就证明了 E
中任意非空全序子集均有上界, 由 Zorn 引理 (见附录) 可知 E 必有极大元 M1. 特别地, M1

是线性无关的, 且 M0 ⊂ M1.
假设 span (M1) & X. 取 x0 ∈ span (M1)

c, 则 x0 6= 0. 令 M2 = M1 ∪ {x0}, 则 M2 线性

无关且 M0 ⊂ M2, 即 M2 ∈ E . 但我们有 M1 ≼ M2,M1 6= M2. 这与 M1 为极大元矛盾! 因
此必有 span (M1) = X. 即 M1 为 X 的 Hamel 基.

2.2 赋范空间和 Banach 空间

这一节将要研究的赋范空间是一类特殊的度量空间, 它首先是线性空间, 并且该空间中
的每个向量可以定义长度, 这个长度称为该向量的范数, 它是欧氏空间中向量长度概念的自
然推广. 由于赋范空间兼有代数结构和拓扑结构, 所以其空间结构较度量空间要丰富得多,
在数学的其他分支的应用也更加重要. 在泛函分析中研究最多的对象就是赋范空间、赋范
空间的结构以及赋范空间之间的有界线性算子的性质. 完备的赋范空间称为 Banach 空间,
这是泛函分析中一个十分重要的概念,很多结果只有在问题所在的空间为 Banach空间时才
成立.

定义 2.2.1 设 X 为线性空间, 定义在 X 上的实函数

X → R

x 7→ ‖x‖

称为 X 上的范数, 如果
(1) ∀x ∈ X, ‖x‖ ⩾ 0 (非负性);
(2) 若 x ∈ X, 则 ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0 (非退化性);
(3) ∀x ∈ X, ∀α ∈ K, ‖αx‖ = |α|‖x‖ (齐次性);
(4) ∀x, y ∈ X, ‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖ (三角不等式).

此时称 ‖x‖ 为 x 的范数, 序对 (X, ‖ · ‖) 称为赋范空间. 为了方便叙述, 有时也简记为
X.
设 (X, ‖ · ‖) 为赋范空间, 令

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ X. (2.3)

容易验证 d 为 X 上的度量, 此度量称为由范数 ‖ · ‖ 诱导出来的度量. d 有一般度量所不具

备的性质, 例如
d(x+ a, y + a) = d(x, y), x, y, a ∈ X, (2.4)
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d(αx, αy) = |α|d(x, y), x, y ∈ X,α ∈ K. (2.5)

式 (2.4) 称为平移不变性, 而式 (2.5) 则称为齐次性. 若 x ∈ X, r > 0, 则

B(x, r) = {y ∈ X : ‖x− y‖ < r},

B̄(x, r) = {y ∈ X : ‖x− y‖ ⩽ r}

S(x, r) = {y ∈ X : ‖x− y‖ = r}.

另外, 若 A ⊂ X,x ∈ X, 定义

x+A = {x+ y : y ∈ A}

为 A 的 x 平移. 容易验证若 a, x ∈ X, r > 0, 则

a+B(x, r) = B(a+ x, r).

若 (X, ‖ · ‖) 为赋范空间, 由三角不等式

‖x‖ − ‖y‖ ⩽ ‖x− y‖, ‖y‖ − ‖x‖ ⩽ ‖x− y‖,

从而

|‖x‖ − ‖y‖| ⩽ ‖x− y‖ = d(x, y).

这说明取范数这个映射

X → R

x 7→ ‖x‖

为 Lipschitz 映射, 从而为连续映射. 特别地, 若在 X 中有 xn → x, 则

lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖.

若 Y 为 X 的线性子空间, 则 X 上的范数 ‖ · ‖ 限制在 Y 上成为 Y 上的范数, 在这种意义
下, Y 也是赋范空间, 称为 X 的赋范子空间, 简称子空间.

设 (X, ‖ · ‖) 为赋范空间, 如果其范数诱导出的度量 (2.3) 使得 X 成为完备度量空间,
则称 (X, ‖ · ‖) 为 Banach 空间.

若 1 ⩽ p < ∞, (x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn, 设

‖(x1, x2, · · · , xn)‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)

‖(x1, x2, · · · , xn)‖∞ = max
1⩽i⩽n

|xi| .

则 ‖ · ‖∞ 为 Kn 上的范数, 其诱导出来的度量为例 1.1.3 中定义的 d∞. 利用 Minkowski 不
等式 (1.5) 可以验证 ‖ · ‖p 也是 Kn 上的范数, 其诱导的 Kn 上的度量为例 1.1.2 中定义的
dp. 因此 (Kn, ‖ · ‖p) 和 (Kn, ‖ · ‖∞) 都是 Banach 空间.
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若 1 ⩽ p < ∞, x ∈ ℓp, x = {xn}, 令

‖x‖p =

(
∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

.

则利用 Minkowski 不等式 (1.5) 可以验证 ‖ · ‖p 为 ℓp 上的范数, 其诱导出的度量为例 1.1.9
中引入的度量 dp. 因此 (ℓp, ‖ · ‖p) 为 Banach 空间.
若 x ∈ ℓ∞, x = {xn}, 定义

‖x‖∞ = sup
n⩾1

|xn| .

则 ‖ · ‖∞ 为 ℓ∞ 上的范数, 其诱导出的 ℓ∞ 上的度量为例 1.1.8 中定义的度量 d∞. 因此
(ℓ∞, ‖ · ‖∞) 为 Banach 空间.

设 x ∈ C[a, b], 定义
‖x‖∞ = max

a⩽t⩽b
|x(t)|.

则 ‖ · ‖∞ 为 C[a, b] 上的范数, 其诱导出的 C[a, b] 上的度量为例 1.1.4 中定义的度量 d∞. 因
此 (C[a, b], ‖ · ‖)∞) 为 Banach 空间.
若 1 ⩽ p < ∞, 在连续函数空间 C[a, b] 上还可以定义

‖x‖p =

(∫ b

a

|x(t)|p dt
)1/p

.

应用关于函数的 Hölder 不等式可以验证 ‖ · ‖p 为 C[a, b] 上的范数, 其诱导出的度量为例
1.1.10 中定义的度量 dp, 从而 (C[a, b], ‖ · ‖p) 不是 Banach 空间.
所有数列构成的集合 s 显然是线性空间, 则由第 1 章的内容知

d(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|

定义了 s 上的度量. 此度量不能够由某个 s 上的范数诱导出来, 事实上此度量虽然满足平
移不变性 (2.4), 但不满足齐次性 (2.5).
若 X 是赋范空间, Y 为 X 的线性子空间, 如果 Y 为 Banach 空间, 则由定理 1.3.7 可

知, Y 在 X 中为闭集. 另外, 由定理 1.3.7 可知, 若 X 为 Banach 空间, 则 Y 为 Banach 空
间的充分必要条件是 Y 为 X 的闭子集.
下面引入赋范空间之间线性算子的概念.

定义 2.2.2 设 (X, ‖ · ‖X) 及 (Y, ‖ · ‖Y ) 为赋范空间, 称映射 T : X → Y 为线性算子, 如果

T (αx+ βy) = αTx+ βTy, x, y ∈ X,α, β ∈ K.

又若 T 为一一映射, 且
‖Tx‖Y = ‖x‖X, x ∈ X,

则称 T 为从 X 到 Y (在赋范空间意义下) 的等距同构. 此时称 X 与 Y (在赋范空间意义
下) 等距同构.
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容易验证式 (1.18)中定义的映射是线性算子,且为 (C[0, 1], ‖ · · · ‖∞)到 (C[a, b], ‖ · ‖∞)

(赋范空间意义下) 的等距同构. 因此 (C[0, 1], ‖ · ‖∞) 与 (C[a, b], ‖ · ‖∞) 等距同构.
如果两个赋范空间等距同构, 则其在赋范空间意义下的结构和性质完全是一致的. 所以

我们视两个等距同构的赋范空间为一个空间. 对于赋范空间有下述完备化定理.

定理 2.2.1 设 X 为赋范空间, 则存在 Banach 空间 X̂ 及其线性子空间 Y , 使得 Y 与 X 等

距同构, Y 在 X̂ 中为稠密的. X̂ 在等距同构意义下还是唯一的, 即若 X̂1 为 Banach 空间,
Y1 为 X̂1 的稠密线性子空间且 Y1 与 X 等距同构, 则 X̂ 与 X̂1 等距同构.

这个定理的证明很复杂, 我们承认这个结果. 满足这个定理的 Banach 空间 X̂ 称为 X

的完备化. 当 X 为赋范空间时, 其上的范数在 X 上自然地诱导出一个度量 d, 由定理 1.3.8,
(X, d) 总有度量空间意义下的完备化. 上一定理表明这个度量空间意义下的完备化所对应
的度量可以由 X 上的某个范数诱导出来.
线性空间中有限个元素可以做线性组合, 但无穷多个元素的和是没有意义的. 在赋范空

间中, 我们可以给出无穷和的意义. 设 X 为赋范空间, {xn} 为 X 中的一列元素. 对 n ⩾ 1,
令

sn =
n∑

i=1

xi ∈ X,

若存在 s ∈ X, 使得 sn → s, 则称级数
∑

i⩾1 xi 收敛, 记为 s =
∑∞

i=1 xi. 另外, Hamel 基是
关于线性空间的概念, 而对于 Banach 空间我们有 Schauder 基的概念.

定义 2.2.3 设 X 为 Banach 空间, {en} 为 X 中的一列元素. 若任给 x ∈ X, 存在唯一的系
数 {an} , an ∈ K, n = 1, 2, · · · 使得 x =

∑∞
n=1 anen, 则称 {en} 为 X 的 Schauder 基.

若 1 ⩽ p < ∞, 对于 n ⩾ 1, 考虑 en ∈ ℓp, 其第 n 项为 1 , 其余项均为 0. 则 {en} 构成
ℓp 的 Schauder 基. 事实上, 若 x ∈ ℓp, x = {xn}, 令 sn =

∑n
i=1 xiei, 则

sn = (x1, x2, · · · , xn, 0, · · · ) .

因此当 n → ∞ 时,

‖x− sn‖p =

(
∞∑

i=n+1

|xi|p
)1/p

→ 0.

这说明级数
∑

i⩾1 xiei 在 ℓp 中收敛, 且 x =
∑∞

i=1 xiei. 另外, 若存在 {ai}, 使得级数∑
i⩾1 aiei 也在 ℓp 中收敛, 且 x =

∑∞
i=1 aiei. 固定 i ⩾ 1, 任给 n ⩾ i, 有

|ai − xi| ⩽
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

(aj − xj) ej

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

ajej −
n∑

j=1

xjej

∥∥∥∥∥
p

→ 0.

这是由于当 n → ∞ 时, 有
n∑

j=1

ajej → x,
n∑

j=1

xjej → x.

因此 ai = xi. 这就证明了 {en} 为 ℓp 的 Schauder 基.
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若 Banach 空间 X 具有 Schauder 基 {en}, 则 X 必为可分的. 事实上, 在 K = R 的情
形, 令

M =

{
n∑

i=1

xiei ∈ X : n ⩾ 1, xi ∈ Q

}
,

及

Mn =

{
n∑

i=1

xiei ∈ X : xi ∈ Q

}
,

其中 n ⩾ 1.Mn 显然与 Qn 等势, 所以每个 Mn 为可数集, 从而

M =
∞⋃

n=1

Mn

也为可数集. 下面证明 M 在 X 中稠密. 任给 x ∈ X, 由 Schauder 基的定义, 存在 xi ∈ R,
使得 x =

∑∞
i=1 xiei, 即

n∑
i=1

xiei → x.

任取 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 使得 ∥∥∥∥∥x−
N∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

由于 Q 在 R 中稠密, 存在 a1, a2, · · · , aN ∈ Q, 使得∥∥∥∥∥
N∑
i=1

xiei −
N∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

于是有
∑N

i=1 aiei ∈ M 且∥∥∥∥∥x−
N∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ ⩽
∥∥∥∥∥x−

N∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

N∑
i=1

xiei −
N∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ <
ε

2
+

ε

2
⩽ ε.

这就证明了 M 在 X 中的稠密性. 从而 X 为可分的. 类似可以给出 K = C 情形 X 可分性

的证明.
若 {en} 为 Banach 空间 X 的 Schauder 基, 则 {en : n = 1, 2, · · · } 为线性无关的, 特别

地, dim(X) = ∞. 若不然, 假设存在 n ⩾ 1, 使得 e1, e2, · · · , en 为线性相关的, 则存在不全
为 0 的 a1, a2, · · · , an ∈ K, 使得

a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen = 0.

但显然有

0e1 + 0e2 + · · ·+ 0en = 0.

因此 0 ∈ X 有两个关于 e1, e2, · · · , en 线性组合的不同表示, 这与 Schauder 基定义中系数
的唯一性矛盾.
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虽然 Banach 空间 X 的 Schauder 基 {en} 均为线性无关的, 但一般来讲它不构成 X

的 Hamel 基. 为此可以考虑上面所举 ℓp 中的 {en} 这个例子.
既然每个具有 Schauder 基的 Banach 空间均是无穷维可分 Banach 空间, 人们自然

会问是否每个无穷维可分 Banach 空间均具有 Schauder 基? 这是泛函分析的奠基人 S.
Banach 在 20 世纪 40 年代提出的著名问题. 事实上, 常见的无穷维可分 Banach 空间均有
Schauder 基. S. Banach 的问题直到 1973 年才由 P. Enflo 通过构造反例否定地解决.

2.3 有限维赋范空间

在这一节里我们研究有限维赋范空间, 即空间维数为有限的赋范空间. 有限维赋范空间
具有一般赋范空间所不具备的特殊性质: 其单位闭球为该空间的紧子集, 并且这一点可以用
来刻画赋范空间为有限维这个性质. 我们将发现有限维赋范空间可以通过线性算子与某个
Kn 联系在一起, 因此有限维赋范空间本质上与发具有相同的空间结构. 许多在建立的结果
在有限维赋范空间也成立, 从这种意义上来讲, 有限维赋范空间是结构最好的赋范空间. 为
了研究有限维赋范空间, 我们需要引入等价范数的概念.

定义 2.3.1 设 X 为线性空间, ‖ · ‖1 及 ‖ · ‖2 为 X 上的范数. 若存在常数 α, β > 0, 使得任
给 x ∈ X, 有 α‖x‖1 ⩽ ‖x‖2 ⩽ β‖x‖1, 则称 ‖ · ‖1 和 ‖ · ‖2 为等价范数.

若 ‖ · ‖1 及 ‖ · ‖2 为等价范数, 则其诱导出的度量为等价度量, 所以赋范空间 (X, ‖ · ‖1)
和 (X, ‖ · ‖2) 有相同的收敛列, 相同的柯西列. 因此, 若其中一个赋范空间为 Banach 空间,
则另外一个也为 Banach 空间.

为了讨论有限维赋范空间的结构, 我们首先证明一个重要引理. 我们将在以后多次用到
这个引理.

引理 2.3.1 设 X 为赋范空间, x1, x2, · · · , xn 为 X 中 n 个线性无关的元素. 则存在常数
C > 0, 使得任给 a1, a2, · · · , an ∈ K, 有

C (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|) ⩽ ‖a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn‖ .

证明 我们首先证明存在常数 C > 0, 使得任给 a1, a2, · · · , an ∈ K 满足

|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| = 1,

都有

C ⩽ ‖a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn‖ . (2.6)

若不然, 任给 m ∈ N, 存在 a
(m)
1 , a

(m)
2 , · · · , a(m)

n ∈ K 满足∣∣∣a(m)
1

∣∣∣+ ∣∣∣a(m)
2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣a(m)

n

∣∣ = 1, (2.7)

但 ∥∥∥a(m)
1 x1 + a

(m)
2 x2 + · · ·+ a(m)

n xn

∥∥∥ <
1

m
. (2.8)
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由式 (2.7) 知
{
a
(m)
1

}
为 K 中的有界列, 由 Bolzano-Weierstrass 定理

{
a
(m)
1

}
必有收敛子

列, 设为
{
a
(1,m)
1

}
. 由式 (2.7) 知

{
a
(1,m)
2

}
为 K 中的有界列, 由 Bolzano-Weierstrass 定

理,
{
a
(1,m)
2

}
必有收敛子列, 设为

{
a
(2,m)
2

}
. 如此下去, 对任意的 1 ⩽ i ⩽ n, 都可以找到{

a
((i−1),m)
i

}
的收敛子列

{
a
(i,m)
i

}
. 此时易见任给 1 ⩽ i ⩽ n,

{
a
(m)
i

}
的子列

{
a
(n,m)
i

}
均为

收敛子列. 设当 m → ∞ 时, 有 a
(n,m)
i → ai ∈ K. 由式 (2.7), 有∣∣∣a(n,m)

1

∣∣∣+ ∣∣∣a(n,m)
2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣a(n,m)

n

∣∣ = 1.

在上式中令 m → ∞, 则有
|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| = 1. (2.9)

设 x = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ∈ X, 则∥∥∥x−
(
a
(m,m)
1 x1 + a

(m,m)
2 x2 + · · ·+ a(m,m)

n xn

)∥∥∥
=
∥∥∥(a1 − a

(m,m)
1

)
x1 +

(
a2 − a

(m,m)
2

)
x2 + · · ·+

(
an − a(m,m)

n

)
xn

∥∥∥
⩽
∣∣∣a1 − a

(m,m)
1

∣∣∣ ‖x1‖+
∣∣∣a2 − a

(m,m)
2

∣∣∣ ‖x2‖+ · · ·+
∣∣an − a(m,m)

n

∣∣ ‖xn‖ .

这说明当 m → ∞ 时, 有

a
(m,m)
1 x1 + a

(m,m)
2 x2 + · · ·+ a(m,m)

n xn → x.

由式 (2.8) 知当 m → ∞ 时, 有

a
(m,m)
1 x1 + a

(m,m)
2 x2 + · · ·+ a(m,m)

n xn → 0.

从而 x = 0. 由假设 x1, x2, · · · , xn 为线性无关的, 因此有

a1 = a2 = · · · = an = 0.

这与式 (2.9) 矛盾! 因此式 (2.6) 成立.
为证引理结论, 不妨设 a1, a2, · · · , an ∈ K 不全为 0 , 令

t =
n∑

i=1

|ai| > 0.

若 a′i =
ai

t
, 则

|a′1|+ |a′2|+ · · ·+ |a′n| = 1

由已经证明的结论, 有
C ⩽ ‖a′1x1 + a′2x2 + · · ·+ a′nxn‖

利用范数的齐次性可得

C (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|) ⩽ ‖a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn‖ .
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定理 2.3.1 设 X 为有限维线性空间. 则 X 上任意两个范数均为等价范数, 且 X 赋予任意

范数均为 Banach 空间.

证明 设 dim(X) = n, {e1, e2, · · · , en}为 X 的 Hamel基. 任取 x ∈ X,存在唯一的 ai ∈ K,
使 x = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen. 令

‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖1 = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| .

易证 ‖ · ‖1 为 X 上的范数. 由引理 2.3.1, 存在 C > 0, 任给 a1, a2, · · · , an ∈ K, 有

C (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|) ⩽ ‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖ .

又由三角不等式, 得

‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖ ⩽
(

max
1⩽i⩽n

‖ei‖
)
(|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|) .

这说明 ‖ · ‖ 和 ‖ · ‖1 为等价范数. 由于范数的等价性具有传递性, 所以 X 上的任意两个范

数均相互等价.
若 ‖ · ‖ 为 X 上任一范数. 由于它与 ‖ · ‖1 等价, 要证 (X, ‖ · ‖) 为 Banach 空间, 仅需

证 (X, ‖ · ‖1) 为 Banach 空间. 设

x(m) = a
(m)
1 e1 + a

(m)
2 e2 + · · ·+ a(m)

n en

为 (X, ‖ · ‖1) 中的柯西列. 任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 只要 m, k ⩾ N , 就有
∣∣∣a(m)

1 − a
(k)
1

∣∣∣ +∣∣∣a(m)
2 − a

(k)
2

∣∣∣+ · · ·+ | a(m)
n − a

(k)
n =

∥∥x(m) − x(k)
∥∥
1
< ε. 从而若 1 ⩽ i ⩽ n, 任给 m, k ⩾ N ,

有 ∣∣∣a(m)
i − a

(k)
i

∣∣∣ < ε.

即
{
a
(m)
i

}
为 K 中柯西列, 设 a

(m)
i → ai ∈ K. 令

x = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen ∈ X.

则 ∥∥x(m) − x
∥∥
1
=
∣∣∣a(m)

1 − a1

∣∣∣+ ∣∣∣a(m)
2 − a2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣a(m)

n − an
∣∣→ 0.

这就证明了 (X, ‖ · ‖1) 的完备性.

由定理 1.3.7, 度量空间的任意完备子空间均为闭集, 所以我们有如下推论.

推论 2.3.1 设 X 为赋范空间, Y 为 X 的有限维线性子空间, 则 Y 必为 Banach 空间, 因此
Y 总为 X 的闭线性子空间.

由定理 1.3.9, 度量空间中的紧集都是有界闭集, 但有界闭集末必一定是紧集. 但在有限
维赋范空间中, 这两个概念是完全一样的.

定理 2.3.2 设 X 为有限维赋范空间, 则 M ⊂ X 为紧集当且仅当 M 为有界闭集.
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证明 由定理 1.3.9, 紧集总为有界闭集. 因此仅需证有限维赋范空间中的有界闭集为紧集.
设 X 为赋范空间, dim(X) = n < ∞. M ⊂ X 为有界闭集. 存在 β > 0,任给 x ∈ M , ‖x‖ ⩽
β. 设 {e1, e2, · · · , en} 为 X 的 Hamel 基. 若 xm ∈ M , 则存在 a

(m)
1 , a

(m)
2 , · · · , a(m)

n ∈ K, 有
xm = a

(m)
1 e1 + a

(m)
2 e2 + · · ·+ a

(m)
n en. 由引理 2.3.1, 存在常数 C > 0, 成立

C
(∣∣∣a(m)

1

∣∣∣+ ∣∣∣a(m)
2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣a(m)

n

∣∣) ⩽ ‖xm‖ ⩽ β. (2.10)

因此
{
a
(m)
1

}
为 K 中的有界列, 由 Bolzano-Weierstrass 定理,

{
a
(m)
1

}
必有收敛子列, 设为{

a1
(1,m)

}
. 由式 (2.10)知

{
a
(1,m)
2

}
为 K中的有界列,由 Bolzano-Weierstrass定理,

{
a
(1,m)
2

}
必有收敛子列, 设为

{
a
(2,m)
2

}
. 如此下去, 对任意的 1 ⩽ i ⩽ n, 都可以找到

{
a
((i−1),m)
i

}
的

收敛子列
{
a
(i,m)
i

}
. 易见任给 1 ⩽ i ⩽ n,

{
a
(m)
i

}
的子列

{
a
(m,m)
i

}
均为收敛子列. 设当

m → ∞ 时, 有 a
(m,m)
i → ai ∈ K. 设 x = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen ∈ X, 则∥∥∥x−
(
a
(m,m)
1 e1 + a

(m,m)
2 e2 + · · ·+ a(m,m)

n en

)∥∥∥
=
∥∥∥(a1 − a

(m,m)
1

)
e1 +

(
a2 − a

(m,m)
2

)
e2 + · · ·+

(
an − a(m,m)

n

)
en

∥∥∥
⩽
∣∣∣a1 − a

(m,m)
1

∣∣∣ ‖e1‖+ ∣∣∣a2 − a
(m,m)
2

∣∣∣ ‖e2‖+ · · ·+
∣∣an − a(m,m)

n

∣∣ ‖en‖ .
因此 {xm} 有子列收玫到 x, 由于 M 为闭集, xm ∈ M,m = 1, 2, · · · , 所以 x ∈ M . 我们证
明了 M 中任意序列均有子列收敛到 M 中的点, 所以 M 为紧集.

由上一定理, 若 X 为有限维赋范空间, 则 X 的单位闭球为紧集. 我们将发现单位闭球
的紧性可以用来刻画有限维赋范空间, 这就是著名的 Riesz 定理. 为了建立 Riesz 定理, 我
们需要首先建立一个引理. 我们将在以后多次用到这个引理.

引理 2.3.2 设 (X, ‖ · ‖)为赋范空间, Y 为 X 的闭线性子空间且 Y & X. 则任给 0 < ε < 1,
存在 x ∈ X, ‖x‖ = 1, 任给 y ∈ Y , 有 ‖x− y‖ ⩾ ε.

证明 固定 v ∈ Y c, 令
a = inf

y∈Y
‖v − y‖.

则 a > 0. 若不然, a = 0, 则存在 yn ∈ Y, ‖v−yn‖ → 0, 即 yn → v.yn ∈ Y 且 Y 为闭集, 由定
理 1.3.2 知 v ∈ Y , 矛盾! 因此有 a > 0. 若 0 < ε < 1, 则 a

ε
> a. 由 a 的定义, 存在 y0 ∈ Y ,

有

a ⩽ ‖v − y0‖ ⩽ a

ε
.

取 y = v−y0

∥v−y0∥ , 则 ‖y‖ = 1. 任给 z ∈ Y , 有

‖y − z‖ =

∥∥∥∥ v − y0
‖v − y0‖

− z

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥v − (y0 + ‖v − y0‖z)
‖v − y0‖

∥∥∥∥
⩾ a

‖v − y0‖
⩾ a

a/ε
= ε.

在上式中, 我们用到了 y0 + ‖v − y0‖ z ∈ Y 这个事实.
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定理 2.3.3 (F. Riesz) 设 X 为赋范空间, 则 X 为有限维空间当且仅当 X 的单位闭球

B̄(0, 1) = {x ∈ X : ‖x‖ ⩽ 1}

为 X 的紧集.

证明 若 X 为有限维空间, 闭球 M 总为有界闭集, 由定理 2.3.2,M 为 X 的紧集. 若 X 为

无穷维空间, 我们将构造 xn ∈ X, ‖xn‖ = 1, 且当 m 6= n 时, 有

‖xm − xn‖ ⩾ 1

2
. (2.11)

任取 x1 ∈ X, ‖x1‖ = 1. 考虑

Y1 = Kx1 = {λx1 : λ ∈ K} .

则 dim (Y1) = 1. 由定理 2.3.1, Y1 为 X 的闭线性子空间. 由于 dim(X) = ∞, 所以 Y1 & X.
利用引理 2.3.2, 存在 x2 ∈ X, ‖x2‖ = 1, 任取 λ ∈ K, 成立

‖x2 − λx1‖ ⩾ 1

2
.

特别地, 有
‖x2 − x1‖ ⩾ 1

2
.

假设 x1, x2, · · · , xk ∈ X 已经选定,使得任给 1 ⩽ i ⩽ k, ‖xi‖ = 1,且当 i 6= j 时, ‖xi − xj‖ ⩾
1
2
. 考虑

Yk = span {x1, x2, · · · , xk} ,

则 Yk 为 X 的线性子空间, dim (Yk) ⩽ k. 由定理 2.3.1, Yk 为 X 的闭线性子空间. 由于
dim(X) = ∞, 所以 Yk & X. 利用引理 2.3.2, 存在 xk+1 ∈ X, ‖xk+1‖ = 1, 任取 y ∈ Yk, 成立

‖xk+1 − y‖ ⩾ 1

2
.

特别地, 若 1 ⩽ i ⩽ k, 有
‖xk+1 − xi‖ ⩾ 1

2
.

因此存在序列 {xn} ∈ X, ‖xn‖ = 1, 使得式 (2.11) 成立. 显然 {xn} ∈ B̄(0, 1), 由式 (2.11)
知 {xn} 无收敛子列. 因此 B̄(0, 1) 不为 X 的紧集.

注意到上述证明过程中得到的序列 {xn} 在 X 的单位闭球面上, 所以我们也可以用单
位球面的紧性来刻画有限维赋范空间.

推论 2.3.2 设 X 为赋范空间, 则 X 为有限维空间当且仅当 X 的单位球面

S(0, 1) = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}

为 X 的紧集.
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若 M 为赋范空间 X 的紧集, x ∈ X,λ ∈ K, 则易证 x+M,λM 仍为 X 的紧集. 利用
这一结果和定理 2.3.3 可证赋范空间 X 为有限维空间当且仅当存在 x0 ∈ X, r > 0, 使得 X

的闭球 B̄ (x0, r) 为紧集.
若 (X, d) 为度量空间, x0 ∈ X 固定, M ⊂ X 为非空子集, 令

ρ (x0,M) = inf
y∈M

d (x0, y)

为从 x0 到 M 的距离. 一般来讲, 不一定存在 y0 ∈ M , 使得

ρ (x0,M) = d (x0, y0) .

即 x0 在 M 中的最佳逼近点不一定存在. 我们在第 1 章里证明了若 M 为非空紧集, 则这样
的最佳逼近点 y0 总存在. 下面将证明若 X 为赋范空间, M 为 X 的有限维线性子空间时,
这样的最佳逼近点 y0 同样存在.

例 2.3.1 设 X 为赋范空间, M ⊂ X 为有限维线性子空间, x0 ∈ X 固定. 设 {e1, e2, · · · , en}
为 M 的 Hamel 基, 令

ρ (x0,M) = inf
(a1,a2,··· ,an)∈Kn

‖x0 − (a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen)‖ .

在 Kn 上赋予范数

‖(a1, a2, · · · , an)‖1 = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| .

考虑定义在 Kn 上的函数

f (a1, a2, · · · , an) = ‖x0 − (a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen)‖ .

若 a, b ∈ Kn,a = (a1, a2, · · · , an) , b = (b1, b2, · · · , bn). 由三角不等式有

|f(a)− f(b)| ⩽ ‖(a1 − b1) e1 + (a2 − b2) e2 + · · ·+ (an − bn) en‖

⩽ |a1 − b1| ‖e1‖+ |a2 − b2| ‖e2‖+ · · ·+ |an − bn| ‖en‖

⩽
(

max
1⩽i⩽n

‖ei‖
)
‖a− b‖1.

这说明 f 为 ( Kn, ‖ · ‖1 ) 上的连续函数. 由引理 2.3.1, 存在常数 C > 0, 使

C (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|) ⩽ ‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖ .

因此利用三角不等式

f (a1, a2, · · · , an) ⩾ ‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖ − ‖x0‖

⩾ C (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|)− ‖x0‖

= C ‖(a1, a2, · · · , an)‖1 − ‖x0‖ .

存在 r > 0, 任给 (a1, a2, · · · , an) ∈ Kn, ‖(a1, a2, · · · , an)‖1 ⩾ r, 有

f (a1, a2, · · · , an) ⩾ f(0, 0, · · · , 0).
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由此易见

ρ (x0,M) = ρ (x0,K) ,

其中 K = {a1e1 + · · ·+ anen : |a1|+ · · ·+ |an| ⩽ r}. 由 M 为有限维空间及定理 2.3.3,K

为 M 的紧集, 因此由之前已证结果, 存在 y0 ∈ K, 使

‖x0 − y0‖ = ρ (x0,K) = ρ (x0,M) .

即 y0 为 x0 在 M 中的最佳逼近元.

在本节的最后部分里, 我们来讨论赋范空间的商空间. 设 X 为线性空间, M 为 X 的线

性子空间. 若 x ∈ X, 考虑 M 的 x 平移

x+M = {x+ z : z ∈ M}.

若 y ∈ X, 则或者 (x +M) ∩ (y +M) = ∅, 或者 x +M = y +M . 事实上, 若 (x +M)∩
(y +M) 6= ∅, 则存在 z1, z2 ∈ M , 使得 x + z1 = y + z2. 由于 M 为线性子空间, 所以此时
有 x+M = y+M . 容易证明 x+M = y+M 当且仅当 x− y ∈ M , 或等价地, x ∈ y+M .

由于 0 ∈ M , 所以 X =
⋃

x∈X(x + M), 于是通过取 M 的平移, 可以讲 X 分解为很

多形如 x +M 这样集合不交的并集. 每个形如 x +M 的集合称为一个等价类, 记为 x̂. 若
y ∈ x+ M , 则称 y 为等价类 x+M 的代表元, 此时有 x̂ = ŷ. 由上面的讨论, x̂ = ŷ 当且仅

当 x− y ∈ M . 所有这样的等价类所构成的集合记为 X/M , 称为 X 关于 M 的商空间.
考虑 X = R2 为平面, M 为过原点的直线 d : x+ y = 0, 则 M 为 X 的线性子空间. 此

时每条平面上平行于 d 的直线就是 X/M 中的一个元素.
任取 x̂, ŷ ∈ X/M,λ ∈ K, 设 x ∈ x̂, y ∈ ŷ, 定义

x̂+ ŷ = x̂+ y, λx̂ = λ̂x.

上述定义的加法与代表元 x, y 的选取无关. 事实上,若 x1 ∈ x̂, y1 ∈ ŷ,则 x−x1, y−y1 ∈ M ,
所以 (x+ y)− (x1 + y1) ∈ M , 因此 x̂+ y = x̂1 + y1. 类似可证上面定义的数乘也与代表元
x 的选取无关. 容易验证在上述加法和数乘意义下 X/M 为线性空间. 0 ∈ X 所在的等价类

0̂ = M 是 X/M 的零元. 考虑映射

ϕ : X → X/M

x 7→ x̂,

即 x ∈ X 通过 ϕ 的像为以 x 为代表元的等价类. 易证 ϕ 为线性算子, ϕ 还为满射. ϕ 称为

商映射.
若 X,Y 为线性空间, T : X → Y 为线性算子. T 的零空间 N(T ) 为 X 的线性子空间.

设 x̂ ∈ X/N(T ), x 为 x̂ 的代表元, 定义 T̂ (x̂) = Tx. 我们来验证这样的定义与代表元 x 的

选取无关: 设 x1 也为 x̂ 的代表元, 即 x1 ∈ x̂, 则 x− x1 ∈ N(T ), 此时有 T (x− x1) = 0, 或
等价地, Tx = Tx1. 易证

T̂ : X/N(T ) → Y
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为线性算子. 一个十分有用的结论是 T̂ 为单射. 事实上, 为证 T̂ 为单射, 仅需证其零空间只
有零元素, 设 T̂ (x̂) = 0, 则若 x 为 x̂ 的代表元, T̂ (x̂) = Tx = 0. 这说明 x ∈ N(T ), 此时 x

所在的等价类为 X/N(T ) 中的零元, 即 x̂ = 0̂. 另外一个易证且常用的结果是 T 和 T̂ 具有

一样的像空间:
{Tx : x ∈ X} = {T̂ x̂ : x̂ ∈ X/N(T )}.

设 X 为赋范空间, M 为 X 的闭线性子空间. 任取 x̂ ∈ X/M , 设 x 为 x̂ 的代表元, 则
x̂ = x+M . 由 M 为闭集易证 x+M 也为闭集. 这说明 X/M 中的每个元都是 X 的闭集.
若 x̂ ∈ X/M , 我们定义 X/M 上的商范数为

‖x̂‖ = inf
y∈x̂

‖y‖.

下面我们来验证上面定义的 ‖ - ‖为 X/M 上的范数. ‖x̂‖ ⩾ 0是显然成立的. 若 ‖x̂‖ =

0 , 则存在 xn ∈ x̂, 使得 ‖xn‖ < 1
n

. 此时有 xn → 0. 由于 X/M 中的每个元 x̂ 都是 X 的

闭集, 所以 0 ∈ x̂, 而这意味着 x̂ = 0̂, 即 x̂ 为 X/M 中的零元. 若 x̂ ∈ X/M,λ ∈ K, 则易见
y ∈ x̂ 当且仅当 λy ∈ λx̂. 因此

‖λx̂‖ = inf
y∈x̂

‖λy‖ = |λ| inf
y∈x̂

‖y‖ = |λ|‖x̂‖.

为证三角不等式, 设 ε > 0, x̂, ŷ ∈ X/M . 则存在 x ∈ x̂, y ∈ ŷ, 使得 ‖x‖ < ‖x̂‖ +

ε, ‖y‖ < ‖ŷ‖+ ε. 因此

‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖ ⩽ ‖x̂‖+ ‖ŷ‖+ 2ε.

所以 ‖x̂+ ŷ‖ ⩽ ‖x̂‖+ ‖ŷ‖+ 2ε. 令 ε → 0 就是需证的三角不等式.
为了讨论商空间 X/M 的完备性, 我们给出赋范空间为完备的一个判据, 这个判据在证

明一些实际中遇到的赋范空间的完备性时是十分有用的.

引理 2.3.3 设 X 为赋范空间. 则 X 为 Banach 空间当且仅当任取

xn ∈ X, ‖xn‖ <
1

2n
,

级数
∑

n⩾1 xn 都在 X 中收敛.

证明 设 X 为 Banach 空间. xn ∈ X, ‖xn‖ < 1
2n

, 令 sn =
∑n

k=1 xk. 则若 m,n ⩾ 1, 有

‖sm+n − sm‖ =

∥∥∥∥∥
m+n∑

k=m+1

xk

∥∥∥∥∥ ⩽
m+n∑

k=m+1

‖xk‖ ⩽
m+n∑

k=m+1

1

2k
<

1

2m
.

因此 {sn} 为 X 中的柯西列, 由 X 的完备性知 {sn} 在 X 中收敛, 即级数
∑

n⩾1 xn 收敛.
反之, 假设任取 xn ∈ X, ‖xn‖ < 1

2n
, 级数

∑
n⩾1 xn 都在 X 中收敛. 现假设 {yn} 为 X 中的

柯西列, 则存在 nk ⩾ 1, 使得任给 m,n ⩾ nk, 都有 ‖ym − yn‖ < 1
2k

. 不妨设 nk 随 k 严格单

调递增. 此时有 ∥∥ynk+1
− ynk

∥∥ <
1

2k
, k ⩾ 1.
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若 zk = ynk+1
− ynk

, 则 ‖zk‖ < 1
2k

. 由假设条件级数
∑

n⩾1 zn 在 X 中收敛, 即若
sk =

∑k
h=1 znh

, 则 {sk} 在 X 中收敛. 而易见 sk = ynk
− yn1

这说明柯西列 {yn} 有子列
{ynk

} 在 X 中收敛. 由定理 1.3.5 知 {yn} 也在 X 中收敛. 这就证明了 X 为 Banach 空
间.

定理 2.3.4 设 X 为 Banach 空间, M 为 X 的闭线性子空间, 则商空间 X/M 也为 Banach
空间.

证明 设 x̂n ∈ X/M, ‖x̂n‖ < 1
2n

. 则由商范数的定义, 存在 xn ∈ x̂n, 使得 ‖xn‖ < 1
2n

. 由
于 X 为 Banach 空间, 应用上一引理, 级数

∑
n⩾1 xn 在 X 中收敛, 设 s =

∑∞
n=1 xn, sk =∑k

n=1 xn, 则 sk → s. 下证
∑k

n=1 x̂n → ŝ. 当 k → ∞ 时, 有∥∥∥∥∥
k∑

n=1

x̂n − ŝ

∥∥∥∥∥ ⩽
∥∥∥∥∥

k∑
n=1

xn − s

∥∥∥∥∥ ⩽
∥∥∥∥∥

k∑
n=1

xn − s

∥∥∥∥∥→ 0.

因此
∑k

n=1 x̂n → ŝ. 这说明级数
∑

n⩾1 x̂n 在 X/M 中收敛. 由上一引理知商空间 X/M 为

Banach 空间.

2.4 有界线性算子

赋范空间之间将有界集映为有界集的线性算子称为有界线性算子. 赋范空间之间有界
线性算子是泛函分析中十分重要的概念和研究内容, 因为这样的算子既保持了赋范空间的
代数结构, 又保持了赋范空间的拓扑结构. 两个赋范空间之间有界线性算子的结构取决于这
两个赋范空间的空间结构, 反过来两个赋范空间之间所有有界线性算子所构成的算子赋范
空间的结构也可以自然地反映出原空间的空间结构.

定义 2.4.1 设 X,Y 为 K 上的线性空间, D(T ) ⊂ X 为 X 的线性子空间, 映射 T : D(T ) →
Y 称为线性算子, 若任取 x, y ∈ D(T ), α, β ∈ K, 有

T (αx+ βy) = αTx+ βTy.

D(T ) 称为 T 的定义域, 记

R(T ) = {Tx : x ∈ D(T )},

称为 T 的值域, 记

N(T ) = {x ∈ D(T ) : Tx = 0},

称为 T 的零空间.

T : D(T ) → Y 为线性算子当且仅当任取 x, y ∈ D(T ), α ∈ K, 有

T (x+ y) = Tx+ Ty, T (αx) = αTx.
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若 T : D(T ) → Y 为线性算子, 则易证 R(T ) 为 Y 的线性子空间, N(T ) 为 D(T ) 的线性

子空间, 0 ∈ N(T ). T 为单射当且仅当 N(T ) = {0}. 另外, 若 dim(D(T )) = n < ∞, 则
dim(R(T )) ⩽ n. 事实上, 设

y1, y2, · · · , yn, yn+1 ∈ R(T ),

则存在

x1, x2, · · · , xn, xn+1 ∈ D(T ),

Tx1 = y1, Tx2 = y2, · · · , Txn+1 = yn+1.

由于 dim(D(T )) = n, 所以 x1, x2, · · · , xn, xn+1 线性相关, 存在不全为零的

a1, a2, · · · , an, an+1 ∈ K,

使得

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + an+1xn+1 = 0.

由于 T 为线性算子, 上式两边同时作用算子 T 可得

a1y1 + a2y2 + · · ·+ anyn + an+1yn+1 = 0.

因此 y1, y2, · · · , yn, yn+1 线性相关. 我们证明了 R(T ) 中任意 n+1 个元素均为线性相关的,
从而 dim(R(T )) ⩽ n.

例 2.4.1 恒等算子 IX : 设 X 为线性空间, X = Y , 则

D (IX) = X, IXx = x

为恒等算子. 则 IX 为线性算子. 此时 IX 为单射, 也为满射.

例 2.4.2 零算子 0X : 设 X 为线性空间, X = Y , 则

D (0X) = X, 0Xx = 0

是恒为 0 的算子. 则 0X 为线性算子. 此时 N (0X) = X,R (0X) = {0}.

例 2.4.3 求导算子 d
dt : 设 X = Y = C[a, b], 则

D

(
d
dt

)
= C1[a, b],

d
dt(x) = x′

为求导算子. 则 d
dt 为线性算子. 此时, N

( d
dt
)
为所有常函数组成的 C1[a, b] 的线性子空间,

R
( d

dt
)
= C[a, b].

例 2.4.4 积分算子: 设 X = Y = C[a, b], 则

D(T ) = C[a, b], (Tx)(t) =

∫ t

a

x(τ)dτ, a ⩽ t ⩽ b

为积分算子. 则 T 为线性算子. 此时, N(T ) = {0}, 从而 T 为单射, 且

R(T ) =
{
x ∈ C1[a, b] : x(a) = 0

}
.
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例 2.4.5 内积算子: 设 a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Kn 固定, X = Kn, Y = K, 且

D (Ta) = Kn, Tax = 〈x,a〉 =
n∑

i=1

xiai,

其中 x = (x1, x2, · · · , xn). 则 Ta 为线性算子.

我们之后要考虑的线性算子一般都满足 D(T ) = X, 即 T 是定义在整个空间 X 上. 设
T : X → Y 为线性算子, 又设 T 为一一映射, 易证 T 的逆映射 T−1 : Y → X 仍为线性算

子.
下面我们研究赋范空间之间的有界线性算子. 设 X,Y 为赋范空间, 如果不至于产生混

淆, 我们将用同一记号 ‖ · ‖ 来表示 X 和 Y 中的范数.

定义 2.4.2 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为线性算子. 如果存在常数 C ⩾ 0, 使得

‖Tx‖ ⩽ C‖x‖, x ∈ X.

则称 T 为有界线性算子.

从定义容易看出 T 为有界线性算子当且仅当 T 将 X 的有界集映为 Y 的有界集. 若 T

为有界线性算子, 则存在 C ⩾ 0, 使得

‖Tx‖ ⩽ C‖x‖, x ∈ X. (2.12)

因此
‖Tx‖
‖x‖

⩽ C, x 6= 0, (2.13)

我们定义

‖T‖ = sup
x∈X,x ̸=0

‖Tx‖
‖x‖

. (2.14)

‖T‖ 称为算子 T 的范数. 由式 (2.13) 知 ‖T‖ ⩽ C. 由 ‖T‖ 的定义, 任取 x ∈ X, 有

‖Tx‖ ⩽ ‖T‖‖x‖. (2.15)

因此 ‖T‖ 是使不等式 (2.12) 成立的最小常数 C. 下面给出有界线性算子范数的两个等价定
义.

定理 2.4.1 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为有界线性算子. 则

‖T‖ = sup
x∈X,∥x∥⩽1

‖Tx‖ = sup
x∈X,∥x∥=1

‖Tx‖.

证明 令

r = sup
x∈X,∥x∥⩽1

‖Tx‖.

任取 x ∈ X, ‖x‖ ⩽ 1, 由式 (2.15), 得 ‖Tx‖ ⩽ ‖T‖‖x‖ ⩽ ‖. 因此 r ⩽ ‖T‖. 任取 x ∈ X,x 6=
0, 考虑 y = x

∥x∥ ∈ X, 则有 ‖y‖ = 1, 因此 ‖Ty‖ ⩽ r. 但 ‖Ty‖ = ∥Tx∥
∥x∥ . 所以 ‖Tx‖ ⩽ r‖x‖,

故有 ‖T‖ ⩽ r. 从而
‖T‖ = sup

x∈X,∥x∥⩽1

‖Tx‖.
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从上式的证明过程, 我们也有
‖T‖ = sup

x∈X,∥x∥=1

‖Tx‖.

设 X,Y 为赋范空间, 记 B(X,Y ) 为所有从 X 到 Y 有界线性算子的全体. 若 T, S ∈
B(X,Y ), a ∈ K, 定义

(S + T )x = Sx+ Tx, (aT )x = aTx, x ∈ X.

容易验证 S + T 和 aT 还是有界线性算子, 即 S + T, aT ∈ B(X,Y ). 另外, 不难验证上面定
义的 B(X,Y ) 中的加法和数乘使得 B(X,Y ) 成为线性空间. 称 B(X,Y ) 为有界线性算子

空间. 若 X = Y , 则将 B(X,Y ) 简记为 B(X).

定理 2.4.2 设 X,Y 为赋范空间, 则式 (2.14) 定义了 B(X,Y ) 上的范数.

证明 任取 T ∈ B(X,Y ), 由定义总有 ‖T‖ ⩾ 0. 若 ‖T‖ = 0, 则

sup
x∈X,x ̸=0

‖Tx‖
‖x‖

= 0.

从而只要 x ∈ X,x 6= 0, 就有 Tx = 0. 又显然有 T0 = 0, 故 T 为零算子. 若 T ∈ B(X,Y ),
α ∈ K, 则

‖αT‖ = sup
x∈X,x ̸=0

‖αTx‖
‖x‖

= |α| sup
x∈X,x ̸=0

‖Tx‖
‖x‖

= |α|‖T‖

若 S, T ∈ B(X,Y ), 任给 x ∈ X, 利用式 (2.15), 有

‖(S + T )x‖ ⩽ ‖Sx‖+ ‖Tx‖ ⩽ ‖S‖‖x‖+ ‖T‖‖x‖

= (‖S‖+ ‖T‖)‖x‖.

因此 ‖S + T‖ ⩽ ‖S‖+ ‖T‖. 这就证明了式 (2.14) 定义了 B(X,Y ) 上的范数.

由上一定理, 有界线性算子空间 B(X,Y ) 赋子范数 (2.14) 为赋范空间. 若 Z 也为赋范

空间, S ∈ B(X,Y ), T ∈ B(Y, Z), 若 x ∈ X, 利用式 (2.15), 有

‖(TS)x‖ = ‖T (Sx)‖ ⩽ ‖T‖‖Sx‖ ⩽ ‖T‖‖S‖‖x‖.

因此, TS ∈ B(X,Z), ‖TS‖ ⩽ ‖T‖‖S‖. 特别地, 若 T ∈ B(X), n ⩾ 1, 则 ‖Tn‖ ⩽ ‖T‖n.

例 2.4.6 设 X = Y = C[a, b], 其上赋范数 ‖ · ‖‖∞ :

‖x‖∞ = max
a⩽t⩽b

|x(t)|.

若 x ∈ C[a, b], 令

(Tx)(t) =

∫ t

a

x(τ)dτ, t ∈ [a, b].
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则 T 是线性算子, 于是有

‖Tx‖∞ = max
a⩽t⩽b

∣∣∣∣∫ t

a

x(τ)dτ
∣∣∣∣ ⩽ max

a⩽t⩽b

∫ t

a

|x(τ)|dτ ⩽ (b− a)‖x‖∞.

这说明 T 是有界线性算子, 且 ‖T‖ ⩽ b− a. 取 x 为恒为 1 的函数, 则 ‖x‖∞ = 1, (Tx)(t) =
t− a. 因此 ‖Tx‖ = b− a. 所以 ‖T‖ ⩾ b− a. 从而 ‖T‖ = b− a.

例 2.4.7 设 X = C1[0, 1], Y = C[0, 1], 其上都赋予范数 ‖ · ‖∞. 若 x ∈ C1[0, 1], 令 Tx = x′.
则 T 是从 C1[0, 1] 到 C[0, 1] 的线性算子. 考虑 xn(t) = tn, 则 xn ∈ C1[0, 1], (Txn) (t) =

ntn−1. 所以 ‖xn‖∞ = 1, ‖Txn‖∞ = n. 这说明 T 不为有界线性算子.

例 2.4.8 设 X = Y = ℓ∞, a = {an} ∈ ℓ∞ 固定. 若 x ∈ ℓ∞, x = (x1, x2, · · · ), 令 Tax =

(a1x1, a2x2, · · · ). 容易验证 Tx ∈ ℓ∞ 且 ‖Tax‖∞ ⩽ ‖a‖∞‖x‖∞. 故 Ta 是 ℓ∞ 上的有界线性

算子且 ‖Ta‖ ⩽ ‖a‖∞. 任取 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 有

|aN | ⩾ ‖a‖∞ − ε.

考虑 eN ∈ ℓ∞ 为第 N 项为 1 , 其余项均为 0 的数列, 则有 ‖eN‖∞ = 1, 成立

|Ta (eN )| = |aN | ⩾ ‖a‖∞ − ε.

这就证明了 ‖Ta‖ ⩾ ‖a‖∞. 从而 ‖Ta‖ = ‖a‖∞.

定理 2.4.3 设 X 为有限维赋范空间, Y 为任意赋范空间, T : X → Y 为线性算子. 则 T 必

为有界线性算子.

证明

证明设 dim(X) = n. {e1, e2, · · · , en} 为 X 的 Hamel 基. 定义 X 上的范数 ‖ · ‖1 为

‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖1 = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| .

由引理 2.3.1, 存在 C > 0, 若 a1, a2, · · · , an ∈ K, 有

C ‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖1 ⩽ ‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖ .

因此

‖T (a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen)‖ = ‖a1Te1 + a2Te2 + · · ·+ anTen‖

⩽ |a1| ‖Te1‖+ |a2| ‖Te2‖+ · · ·+ |an| ‖Ten‖

⩽
(

max
1⩽i⩽n

‖Tei‖
)
‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖1

⩽ 1

C

(
max
1⩽i⩽n

‖Tei‖
)
‖a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen‖ .

这就证明了 T 为有界线性算子.

对于赋范空间之间的线性算子, 有界性与连续性是等价的.
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定理 2.4.4 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为线性算子. 则下述命题相互等价:
(1) T 在 x = 0 处连续;
(2) T 在某点连续;
(3) T 为连续映射;
(4) T 为有界线性算子.

证明 (1) ⇒ (2) 设 T 在 x = 0 处连续, x0 ∈ X 固定, 下证 T 在 x0 处连续. 由 T 在 x = 0

处的连续性及 T0 = 0, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 只要 x ∈ X, ‖x‖ < δ, 就有 ‖Tx‖ < ε. 若
x ∈ X, ‖x− x0‖ < δ, 利用 T 的线性性质, 有

‖Tx− Tx0‖ = ‖T (x− x0)‖ < ε.

这就说明 T 在 x0 处连续.
(2) ⇒ (3) 设 T 在某点 x0 ∈ X 处连续. x1 ∈ X, 下证 T 在 x1 处也连续. 由 T 在 x0

处的连续性, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 只要 x ∈ X, ‖x− x0‖ < δ, 就有

‖Tx− Tx0‖ < ε.

现在假设 x ∈ X, ‖x− x1‖ < δ, 则 ‖(x− x1 + x0)− x0‖ < δ, 因此

‖T (x− x1 + x0)− Tx0‖ < ε.

利用 T 的线性性质, 这等价于说 ‖Tx− Tx1‖ < ε. 即 T 在 x1 处连续.
(3) ⇒ (4) 设 T 为连续映射, 利用其在 0 处的连续性, 对于 ε = 1, 存在 δ > 0, 只要

x ∈ X, ‖x‖ < δ, 就有 ‖Tx‖ < 1. 现在假设 x ∈ X,x 6= 0, 令 x′ = δx
2∥x∥ , 则有 ‖x′‖ < δ. 所

以 ‖Tx′‖ < 1. 利用 T 的线性性质即可得到

‖Tx‖ ⩽ 2

δ
‖x‖.

上式当 x = 0 时显然成立. 因此 T 为有界线性算子.
(4) ⇒ (1) 设 T 为有界线性算子, 任取 ε > 0, 取 δ = ε

∥T∥+1
. 当 x ∈ X, ‖x‖ < δ 时, 成

立

‖Tx‖ ⩽ ‖T‖‖x‖ < ‖T‖ ε

‖T‖+ 1
< ε

这就证明了 T 在 x = 0 处的连续性.

推论 2.4.1 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为有界线性算子. 则 T 的零空间 N(T ) 为 X

的闭线性子空间.

证明 若 T 为有界线性算子, 则由上一定理知 T 为连续映射. 单点集 {0} 为 Y 的闭集, 由
定理 1.2.6, {0} 通过 T 的逆像为 X 的闭集, 即 N(T ) 为 X 的闭集.

定理 2.4.5 设 X 为赋范空间, Y 为 Banach空间. 则有界线性算子空间 B(X,Y )为 Banach
空间.
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证明 设 {Tn} 为 B(X,Y ) 中的柯西列. 任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 只要 m,n ⩾ N , 就有
‖Tm − Tn‖ < ε

2
. 若 x ∈ X, 成立

‖Tmx− Tnx‖ = ‖(Tm − Tn)x‖ ⩽ ‖Tm − Tn‖ ‖x‖ <
ε

2
‖x‖. (2.16)

这说明 {Tnx} 为 Y 中的柯西列, 由 Y 的完备性, 存在 Tx ∈ Y, Tnx → Tx. 若 x, y ∈
X, a, b ∈ K, 利用 Tn 的线性性质, 有

T (ax+ by) = lim
n→∞

Tn(ax+ by) = lim
n→∞

(aTnx+ bTny)

= a lim
n→∞

Tnx+ b lim
n→∞

Tny

= aTx+ bTy.

这就证明了 T 为线性算子. 由 Tn ∈ B(X,Y ) 为柯西列, {Tn : n ⩾ 1} 为 B(X,Y ) 中的有界

集, 存在 C ⩾ 0, 使得 ‖Tn‖ ⩽ C. 又由 Tnx → Tx, 有

‖Tx‖ = lim
n→∞

‖Tnx‖ ⩽ lim
n→∞

‖Tn‖ ‖x‖ ⩽ C‖x‖.

即 T ∈ B(X,Y ). 在式 (2.16) 中取 n ⩾ N , 令 m → ∞, 有

‖Tnx− Tx‖ ⩽ ε

2
‖x‖ < ε‖x‖.

因此 ‖Tn − T‖ < ε. 即在 B(X,Y ) 中 {Tn} 收敛到 T . 从而 B(X,Y ) 为 Banach 空间.

定义 2.4.3 设 X,Y 为非空集合, X0 ⊂ X 为非空子集. 又设

T : X → Y, S : X0 → Y

为映射. 若任给 x ∈ X0, 有 Sx = Tx, 则称 T 为 S 的延拓, S 为 T 在 X0 上的限制, 记为
S = T |x0

.

定理 2.4.6 设 X 为赋范空间, Y 为 Banach 空间, X0 ⊂ X 为 X 的稠密线性子空间. 又设
T0 ∈ B (X0, Y ). 则存在唯一的 T ∈ B(X,Y ) 为 T0 的延拓且 ‖T‖ = ‖T0‖.

证明 设 x ∈ X, 由 X0 在 X 中的稠密性, 存在 xn ∈ X0, xn → x. 则 {xn} 为 X0 中的柯

西列. 任给 m > n ⩾ 1, 成立 ‖T0xm − T0xn‖ = ‖T0 (xm − xn)‖ ⩽ ‖T0‖ ‖xm − xn‖ .
因此, {T0xn} 为 Y 的柯西列. 由假设 Y 为 Banach 空间, 所以存在 y ∈ Y, T0xn → y.

下证 y 与 {xn} 的选取无关. 为此设 x′
n ∈ X0, x

′
n → x, 则由已证明的结论, 存在 y′ ∈

Y, T0x
′
n → y′. 考虑 x′′

k ∈ X0,

x′′
k =

xn, k = 2n,

x′
n, k = 2n+ 1.

则 x′′
k → x. 由已经证明的结论, {T0x

′′
k} 在 Y 中收敛. 但 {T0xn} 和 {T0x

′
n} 都是 {T0x

′′
k} 的

子列, 所以 {T0xn} 和 {T0x
′
n} 的极限相等的, 即有 y = y′. 这就证明了 {T0xn} 的极限 y 与

{xn} 的选取无关. 人
Tx = lim

n→∞
T0xn ∈ Y.
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若 x ∈ X0, 则 X0 中恒为 x 的序列收敛到 x, 因此 Tx = T0x, 即 T 为 T0 的延拓. 设
x, y ∈ X, a, b ∈ K. 存在 X0 中的序列 {xn} , {yn} 成立 xn → x, yn → y. 由 T 的定义, 有

Tx = lim
n→∞

T0xn, T y = lim
n→∞

T0yn.

而 axn + byn ∈ X0, axn + byn → ax+ by, 所以利用 T0 的线性性质, 有

T (ax+ by) = lim
n→∞

T0 (axn + byn) = lim
n→∞

(aT0 (xn) + bT0 (yn))

= a lim
n→∞

T0xn + b lim
n→∞

T0yn

= aTx+ bTy.

这说明 T 为从 X 到 Y 的线性算子. 由于 T 为 T0 的线性延拓, 由线性算子范数的定义易
知 ‖T‖ ⩾ ‖T0‖. 若 x ∈ X,xn ∈ X0, xn → x, 则

Tx = lim
n→∞

T0xn.

所以

‖Tx‖ = lim
n→∞

‖T0xn‖ ⩽ lim
n→∞

‖T0‖ ‖xn‖

= ‖T0‖ lim
n→∞

‖xn‖ = ‖T0‖ ‖x‖.

这就证明了 ‖T‖ ⩽ ‖T0‖. 从而 ‖T‖ = ‖T0‖. 假设 T ′ ∈ B(X,Y ) 也为 T0 的延拓, 任
取 x ∈ X, 存在 xn ∈ X0, 使得 xn → x. 由定理 2.4.4, T 和 T ′ 都为连续映射, 所以
Txn → Tx, T ′xn → T ′x. 但 Txn = T0xn = T ′xn, 所以 Tx = T ′x, 即有 T = T ′.

2.5 有界线性泛函及其表示

从赋范空间 X 到 K 上的线性算子称为 X 上的线性泛函, 在这一节里我们将主要研究
赋范空间上的有界线性泛函, 它较赋范空间之间的有界线性算子更加特殊, 因而也具有一般
有界线性算子不具有的特殊性质. 在这一节里我们还将给出一些具体赋范空间上有界线性
泛函的表示.
设 X 为线性空间, 若 f : X → K 为线性算子, 则称 f 为 X 上的线性泛函. X 上线性

泛函的全体记为 X∗, 称为 X 的代数对偶空间. 若 X 为赋范空间, 我们用 X ′ 来表示 X 上

所有有界线性泛函的全体, 称为 X 的拓扑对偶空间, 简称对偶空间或共轭空间.
若 f ∈ X ′, 则其范数定义为

‖f‖ = sup
x∈X,x ̸=0

|f(x)|
‖x‖

.

由于 K 为 Banach 空间, 再利用定理 2.4.5, 所以 X ′ 总为 Banach 空间.

例 2.5.1 在 Kn 上赋予范数 ‖ · ‖2, 即若 x = (x1, x2, · · · , xn), 则

‖x‖2 =

(
n∑

i=1

|xi|2
)1/2

.
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若 a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Kn, 定义 Kn 上的线性泛函 fa 为

fa(x) =
n∑

i=1

aixi, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn.

由 Cauchy-Schwarz 不等式 (1.3), 有

|fa(x)| ⩽
n∑

i=1

|ai| |xi| ⩽ ‖a‖2‖x‖2.

因此 fa ∈ (Kn)
′
且 ‖fa‖ ⩽ ‖a‖2. 又

fa (ā1, ā2, · · · , ān) = ‖a‖22,

‖(ā1, ā2, · · · , ān)‖2 = ‖a‖2.

所以 ‖fa‖ ⩾ ‖a‖2. 从而 ‖fa‖ = ‖a‖2.

例 2.5.2 设 X = C[a, b], Y = K, C[a, b] 上赋予范数 ‖ · ‖∞. 取定某点 t0 ∈ [a, b]. 令

δt0(x) = x (t0) , x ∈ C[a, b].

则 δt0 是 C[a, b] 上的线性泛函. 显然有 |δt0(x)| ⩽ ‖x‖∞. 这说明 δt0 是有界线性泛函且

‖δt0‖ ⩽ 1. 取 x 为恒为 1 的函数, 则 ‖x‖∞ = 1, δt0(x) = 1. 因此 ‖δt0‖ ⩾ 1. 从而 ‖δt0‖ = 1.
δt0 称为 t0 点的 Dirac 测度.

设 X 为线性空间, f, g ∈ X∗, λ ∈ K, 令

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ X,

(λf)(x) = λf(x), x ∈ X.

容易验证 f + g, λf ∈ X∗, 且在这样定义的加法和数乘意义下, X∗ 为线性空间.
设M 为 X 的 Hamel基,则 f ∈ X∗ 由它在M 上的值唯一确定. 事实上,若 f, g ∈ X∗,

且存在 a ∈ M,f(a) 6= g(a), 则显然有 f 6= g. 若任给 a ∈ M,f(a) = g(a), 任取 x ∈ X, 存
在 x1, x2, · · · , xn ∈ M,λ1, λ2, · · · , λn ∈ K, 使

x = λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn.

利用 f, g 的线性性质有

f(x) = λ1f (x1) + λ2f (x2) + · · ·+ λnf (xn)

= λ1g (x1) + λ2g (x2) + · · ·+ λng (xn) = g(x).

即 f = g.

例 2.5.3 若 dim(X) = n < ∞, e1, e2, · · · , en 为 X 的 Hamel 基, 任给 x ∈ X, 存在唯一的
x1, x2, · · · , xn ∈ K, 使

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.
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容易验证 ϕi ∈ X∗. 若 f ∈ X∗, 则

f(x) = x1f (e1) + x2f (e2) + · · ·+ xnf (en)

= [f (e1)ϕ1 + f (e2)ϕ2 + · · ·+ f (en)ϕn] (x)

即

f = f (e1)ϕ1 + f (e2)ϕ2 + · · ·+ f (en)ϕn.

这说明 X∗ = span {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn}. 设 λ1, λ2, · · · , λn ∈ K, 有

λ1ϕ1 + λ2ϕ2 + · · ·+ λnϕn = 0,

则上式两边同时作用在 ei上可得 λi = 0. 这说明 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn线性无关. 从而 {ϕ1, ϕ2, · · · ,
ϕn} 为 X∗ 的 Hamel 基. 特别地, dim (X∗) = n. 注意到

ϕi (ej) =

1, j = i,

0, j 6= i

因此称 {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn} 为 {e1, e2, · · · , en} 的对偶基.

若 X 为赋范空间, 容易验证 X ′ 为 X∗ 的线性子空间. 若 dim(X) = n < ∞. 由定理 2.
4.3, X ′ = X∗. 因此 dim (X ′) = n. 若 dim(X) = ∞, 存在无穷集 M 为 X 的 Hamel 基, 设
e1, e2, · · · ∈ M 为两两不等的元, 不妨设

‖en‖ = 1, n ⩾ 1.

在 Hamel 基 M 上定义

f(e) =

n, e = en,

0, e /∈ {e1, e2, · · · } .

则 f 可以唯一地延拓到 X 上, 使之成为 X 上的线性泛函, 即 f ∈ X∗. 由于 ‖en‖ = 1,
f (en) = n, 所以 f /∈ X ′. 因此 X ′ & X∗. 我们事实上证明了以下结论.

定理 2.5.1 设 X 为赋范空间, 则 X 为有限维空间当且仅当 X ′ = X∗.

下面我们给出一些常见赋范空间对偶空间的表示.

例 2.5.4 (Kn, ‖ · ‖2)′ = (Kn, ‖ · ‖2) : 考虑赋范空间 (Kn, ‖ · ‖2), 其中

‖(x1, x2, · · · , xn)‖2 =

(
n∑

i=1

|xi|2
)1/2

.

若 a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Kn, 定义 Kn 上的线性泛函 fa 为

fa(x) =
n∑

i=1

aixi, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn.

则由例 2.5.1 知 fa ∈ (Kn)
′
, ‖fa‖ = ‖a‖2.
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定义映射

T : (Kn, ‖ · ‖2) → (Kn, ‖ · ‖2)′

a 7→ fa.

则 T 为线性算子,由 ‖fa‖ = ‖a‖2 知 T 为单射. 我们下面来证明 T 为满射. 任给 f ∈ (Kn)
′,

设 ei ∈ Kn 为第 i 个坐标为 1 , 别的坐标都为 0 的向量. 令

a = (f (e1) , f (e2) , · · · , f (en)) ∈ Kn.

任取 x ∈ Kn,x = (x1, x2, · · · , xn), 则 x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen, 从而

f(x) = f (e1)x1 + f (e2)x2 + · · ·+ f (en)xn = fa(x).

即 f = fa = Ta. 这就证明了 T 为满射. 因此 T 为等距同构. 所以对偶空间 (Kn, ‖ · ‖2)′ 和
(Kn, ‖ · ‖2) 等距同构.

例 2.5.5 (c0)
′
= ℓ1 : 考虑赋范空间 (ℓ∞, ‖ · ‖)∞) 的线性子空间

c0 =
{
{xn} ∈ ℓ∞ : lim

n→∞
xn = 0

}
.

上一章我们证明了 c0 为 ℓ∞ 的闭线性子空间, 从而 c0 为 Banach 空间. 下面来研究其对偶
空间的表示. 对于 i ⩾ 1, 考虑 ei = {δij} ∈ c0, 其中若 i = j, 则 δij = 1, 若 i 6= j, 则 δij = 0.
若 f ∈ (c0)

′, 存在 |εi| = 1, 使得 |f (ei)| = εif (ei). 若 n ⩾ 1, 有
n∑

i=1

|f (ei)| =
n∑

i=1

εif (ei) = f

(
n∑

i=1

εiei

)

⩽ ‖f‖

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

εiei

∥∥∥∥∥
∞

= ‖f‖.

令 n → ∞, 有
∞∑
i=1

|f (ei)| ⩽ ‖f‖

即 {f (ei)} ∈ ℓ1, 且
‖{f (ei)}‖1 ⩽ ‖f‖. (2.17)

考虑映射

T : (c0)
′ → ℓ1

f 7→ {f (ei)} .

易证 T 为线性算子. 下证 T 为单射. 为此假设 f, g ∈ (c0)
′
, T (f) = T (g). 则

f (ei) = g (ei) , i ⩾ 1.

若 x ∈ c0, x = {xi}, 对 n ⩾ 1, 考虑

x(n) = (x1, x2, · · · , xn, 0, 0, · · · ) ∈ c0.
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显然有 x(n) = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen, 因此 f
(
x(n)

)
= g

(
x(n)

)
. 又有∥∥x− x(n)

∥∥
∞ = max

i⩾n+1
|xi| → 0.

利用 f, g 的连续性可得 f(x) = g(x), 即 f = g. 从而 T 为单射. 下面我们来证明 T 也为满

射. 设 α = {αi} ∈ ℓ1 固定, 定义 c0 上的线性泛函

fα(x) =
∞∑
i=1

αixi, x = {xi} ∈ c0.

由于显然有
∞∑
i=1

|αi| |xi| ⩽ ‖α‖1‖x‖∞ < ∞,

所以 fα 定义中的级数收敛, fα ∈ (c0)
′
且

‖fα‖ ⩽ ‖α‖1. (2.18)

显然有 fα (ei) = αi,所以 Tfα = α. 这就证明了 T 为满射,从而 T 为一一映射. 由式 (2.17)
和式 (2.18), 任给 f ∈ (c0)

′
, ‖Tf‖ ‖∞ =‖ f‖. 因此 T 为从 (c0)

′
到 ℓ1 的等距同构.

例 2.5.6 (ℓ1)
′
= ℓ∞ : 考虑赋范空间 (ℓ1, ‖ · ‖1). 对于 i ⩾ 1, 考虑 ei = {δij} ∈ ℓ1, 其中若

i = j, 则 δij = 1; 若 i 6= j, 则 δij = 0. 若 f ∈ (ℓ1)
′, 则

|f (ei)| ⩽ ‖f‖ ‖ei‖1 = ‖f‖.

即 {f (ei)} ∈ ℓ∞, 成立
‖{f (ei)}‖∞ ⩽ ‖f‖. (2.19)

定义映射

T :
(
ℓ1
)′ → ℓ∞

f 7→ {f (ei)} .

易证 T 为线性算子. 下证 T 为单射. 为此假设 f, g ∈ (ℓ1)
′
, T (f) = T (g). 则

f (ei) = g (ei) , i ⩾ 1.

若 x ∈ e1, x = {xi}, 对 n ⩾ 1, 考虑

x(n) = (x1, x2, · · · , xn, 0, 0, · · · ) ∈ ℓ1.

显然有 x(n) = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen, 因此 f
(
x(n)

)
= g

(
x(n)

)
. 又有 x(n) → x, 利

用 f, g 的连续性可得 f(x) = g(x), 即 f = g. 从而 T 为单射. 下面我们来证明 T 也为满射.
设 α = {αi} ∈ ℓ∞ 固定, 定义 ℓ1 上的线性泛函

fα(x) =
∞∑
i=1

αixi, x = {xi} ∈ ℓ1.
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由于
∞∑
i=1

|αi| |xi| ⩽ ‖α‖∞‖x‖1 < ∞,

所以 fα 定义中的级数收敛, fα ∈ (ℓ1)
′
且

‖fα‖ ⩽ ‖α‖∞. (2.20)

显然有 fα (ei) = αi,所以 Tfα = α. 这就证明了 T 为满射,从而 T 为一一映射. 由式 (2.19)
和式 (2.20), 任给 f ∈ (ℓ1)

′
, ‖Tf‖∞ = ‖f‖. 因此 T 为从 (ℓ1)

′
到 ℓ∞ 的等距同构.

例 2.5.7 (ℓp)
′
= ℓq : 考虑赋范空间 (ℓp, ‖ · ‖p), 其中 1 < p < ∞. 取 q 为 p 的共轭指数, 即

1
p
+ 1

q
= 1. 对于 i ⩾ 1, 与上个例子一样, 考虑 ei = {δij} ∈ ℓp, 其中若 i = j, 则 δij = 1, 若

i 6= j, 则 δij = 0. 若 f ∈ (ℓp)
′, 考虑 x(n) =

{
ξ(n)

}
ξ
(n)
i =

|f (ei)|q /f (ei) , i ⩽ n 且f (ei) 6= 0,

0, 否则.

则 x(n) ∈ ℓp 且

f
(
x(n)

)
= f

(
n∑

i=1

ξ
(n)
i ei

)
=

n∑
i=1

ξ
(n)
i f (ei) =

n∑
i=1

|f (ei)|q ,

又 ∣∣f (x(n)
)∣∣ ⩽ ‖f‖

(
n∑

i=1

|f (ei)|pq

|f (ei)|p

)1/p

= ‖f‖

(
n∑

i=1

|f (ei)|q
)1/p

因此
n∑

i=1

|f (ei)|q ⩽ ‖f‖

(
n∑

i=1

|f (ei)|q
)1/p

或等价地, (
n∑

i=1

|f (ei)|q
)1/q

⩽ ‖f‖.

令 n → ∞, 有 (
∞∑
i=1

|f (ei)|q
)1/q

⩽ ‖f‖.

即 {f (ei)} ∈ ℓq, 有
‖{f (ei)}‖q ⩽ ‖f‖. (2.21)

定义映射

T : (ℓp)
′ → ℓq

f 7→ {f (ei)} .
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易证 T 为线性算子. 类似于上个例子的方法可证 T 为单射. 为了证明 T 还是满射, 设
α ∈ ℓq, α = {αi}. 定义 ℓp 上的线性泛函

fα(x) =
∞∑
i=1

αixi, x = {xi} ∈ ℓp.

由 Hölder 不等式 (1.1), 有
∞∑
i=1

|αi| |xi| ⩽ ‖α‖q‖x‖p < ∞,

所以 fα 定义中的级数收敛, fα ∈ (ℓp)
′
且

‖fα‖ ⩽ ‖α‖q. (2.22)

显然有 fα (ei) = αi,所以 Tfα = α. 这就证明了 T 为满射,从而 T 为一一映射. 由式 (2.21)
和式 (2.22), 任给 f ∈ (ℓp)

′
, ‖Tf‖q = ‖f‖. 因此 T 为从 (ℓp)

′
到 ℓq 的等距同构.

以上的推理过程实际上也证明了若 1 ⩽ p ⩽ ∞, (Kn, ‖ · ‖p)′ 和 ( Kn, ‖ · ‖q ) 等距同构.
需要特别说明的是, 虽然形式有 1

1
+ 1

∞ = 1, 即 1 和 ∞ 互为共轭指数, 但 ℓ∞ 的对偶空间不

为 ℓ1, 这一点我们将在第 4 章研究自反空间时再详细讨论.
连续函数空间 (C[a, b], ‖ · ‖∞) 对偶空间的表示也将在第 4 章 Hahn-Banach 延拓定理

之后给出.

习题 2

1. 判定下述 R3 的哪些子集构成 R3 的线性子空间 (这里 x = (x1, x2, x3) ∈ R3 ).
(1) 所有满足 x1 = x2, 且 x3 = 0 的 x;
(2) 所有满足 x2 = x1 + 1 的 x;
(3) 所有满足 x1 ⩾ 0 且 x2 ⩽ 0 的 x;
(4) 所有满足 x1 + x2 − x3 = 0 的 x.
2. 设 X 为 n 维复线性空间, {e1, e2, · · · , en} 为 X 的 Hamel 基, 将 X 视为实线性空

间 XR, 求 XR 的 Hamel 基.
3. 设 X,Y 为线性空间, T : X → Y 为线性算子且为单射. 求证: {x1, x2, · · · , xn} 在

X 中线性无关当且仅当 {Tx1, Tx2, · · · , Txn} 在 Y 中线性无关.
4. 给定闭区间 [a, b],考虑所有次数小于等于 n的实系数多项式所构成的集合 X. 证明:

在通常多项式的加法和多项式与实数的乘法运算下, X 为实线性空间. 求 X 的一个 Hamel
基. 若多项式的系数取复数, 证明: 相应的多项式集合 Y 是复线性空间. X 是 Y 的线性子

空间吗?
5. 举例说明线性空间的线性子空间的并集不一定还是线性子空间.
6. 考虑 xn ∈ C[0, 2π], 其中 n ⩾ 1, xn(t) = sin(nt). 求证: 集合 {xn : n ⩾ 1} 线性无关.
7. 设 X 为赋范空间, 求证:
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(1) 任给 A,B ⊂ X, Ā+ B̄ ⊂ A+B;
(2) 若 x0 ∈ X 为定点, 则 A ⊂ X 为开集当且仅当 x0 +A 为开集;
(3) 若 x0 ∈ X 为定点, 则 A ⊂ X 为闭集当且仅当 x0 +A 为闭集;
(4) 若 A ⊂ X,B ⊂ X 中至少有一个为开集, 则 A+B 也为开集;
(5) 若 A◦ 6= ∅, 则 0 为 A−A = {x− y : x, y ∈ A} 的内点.
8. 设 X 为赋范空间, M 为 X 的凸子集, 且 M◦ 6= ∅. 求证: M◦ 为凸集, 且

M◦ = M̄.

9. 设 X 为赋范空间 , xn, yn, x, y ∈ X,αn, α ∈ K. 若 xn → x, yn → y, αn → α, 求证:
xn + yn → x+ y, αnxn → αx.

10. 设 X 为赋范空间, Y 为 X 的线性子空间, 求证: Ȳ 仍为 X 的线性子空间.
11. 设 (X, ‖ · ‖X) 和 (Y, ‖ · ‖Y ) 为赋范空间, 设 Z = X × Y 为 X 与 Y 的笛卡儿乘积,

在 Z 上定义

‖(x, y)‖∞ = max {‖x‖X , ‖y‖Y } , x ∈ X, y ∈ Y.

求证:
(1) 上面定义的 ‖ · ‖∞ 为 Z 上的范数;
(2) X 和 Y 为 Banach 空间当且仅当 Z 为 Banach 空间.
12. 设 (X, ‖ · ‖X) 和 (Y, ‖ · ‖Y ) 为赋范空间, 设 Z = XXY 为 X 与 Y 的笛卡儿乘积,

若 1 ⩽ p < ∞, 在 Z 上定义

‖(x, y)‖p = (‖x‖pX + ‖y‖pY )
1/p

, x ∈ X, y ∈ Y.

求证:
(1) 上面定义的 ‖ · ‖p 为 Z 上的范数;
(2) 若 1 ⩽ p, q < ∞, 则 ‖ · ‖p 与 ‖ · ‖q 为等价范数, 且均与上题定义的范数 ‖ - ‖∞ 等

价.
13. 设 C0(R) 为定义在 R 上, 满足 lim|t|→∞ |x(t)| = 0 的连续函数全体, 令

‖x‖∞ = max
t∈R

|x(t)|, x ∈ C0(R).

求证: ‖‖∞ 为 C0(R) 上的范数, 且 (C0(R), ‖ · ‖∞) 为 Banach 空间.
14. 求证 C[0, 1] 上的 ‖ · ‖∞ 和 ‖ · ‖1 不为等价范数.
15. 设 M 为空间 ℓ∞ 中除有限个坐标之外均为 0 的元素全体构成的子空间, 求证: M

为 ℓ ∞ 的线性子空间, 但 M 不为 Banach 空间. 给出 M 的一个完备化.
16. 举例说明在赋范空间中, 由条件

∑
n⩾1 ‖xn‖ < ∞, 推不出级数

∑
n⩾1 xn 的收敛性.

17. 设 X 为赋范空间, 求证: X 为 Banach 空间当且仅当 X 的单位球面

SX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}

为完备度量空间.
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18. 设 X,Y 为赋范空间, T ∈ B(X,Y ) 为非零有界线性算子. 求证: 任取 x ∈ X,
‖x‖ < 1, 都有 ‖Tx‖ < ‖T‖.

19. 设 X,Y 为赋范空间, T ∈ B(X,Y ) 为一一映射. 若存在常数 α > 0, 使得 α‖x‖ ⩽
‖Tx‖, x ∈ X. 求证: T−1 ∈ B(Y,X) 且 ‖T−1‖ ⩽ 1

α
.

20. 设 T : C[0, 1] → C[0, 1] 定义为

(Tx)(t) =

∫ t

0

x(s)ds, x ∈ C[0, 1].

求证: T 为单射. 求 R(T ). 问 T−1 : R(T ) → C[0, 1] 为有界线性算子吗?
21. 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为线性算子. 求证: T 不为连续映射当且仅当存

在 xn ∈ X, 使得 xn → 0, 但 ‖Txn‖ → ∞.
22. 在 C[−1, 1] 上定义线性泛函

f(x) =

∫ 0

−1

x(t)dt−
∫ 1

0

x(t)dt, x ∈ C[−1, 1].

求证: f ∈ C[−1, 1]′. 求 ‖f‖. 问: 存在 x ∈ C[−1, 1], 使得 ‖x‖‖∞ = 1, |f(x)| = ‖f‖ 吗?
23. C[a, b] 上的线性泛函 f 称为正泛函, 如果任取 x ∈ C[a, b] 满足任取 t ∈ [a, b],

x(t) ⩾ 0, 都有 f(x) ⩾ 0. 求证: f 为正线性泛函当且仅当 f 为连续线性泛函且 ‖f‖ = f(1),
此处 1 ∈ C[a, b] 表示 [a, b] 上恒为 1 的连续函数.

24. 设 1 ⩽ p < ∞, α = {αn} ∈ ℓ∞. 任取 x = {xn} ∈ ℓp, 定义 Tx = {αnxn}. 求证:
Tx ∈ ℓp, 且 T ∈ B (ℓp). 求 ‖T‖.

25. 设 X,Y 为赋范空间, X 6= {0}, 假设 B(X,Y ) 为 Banach 空间. 求证: Y 也为

Banach 空间.
26. 在 C[0, 1] 上赋予范数 ‖ · ‖1, 令

f(x) =

∫ 1

0

sx(s)ds, x ∈ C[0, 1].

求证: f ∈ C[0, 1]′. 求 ‖f‖.
27. 设 X 为赋范空间, f, g ∈ X ′. 求证: N(f) = N(g) 当且仅当存在非零常数 α ∈ K,

使得 f = αg.
28. 设 X 为 n 维线性空间, Z 为 X 的真线性子空间, x0 ∈ X\Z. 求证: 存在 X 上的

线性泛函 f , 使得 f (x0) = 1, f |z = 0.
29. 设 X 为赋范空间 , f ∈ X ′, f 6= 0. 若

α = inf
x∈X,f(x)=1

‖x‖.

求证: ‖f‖ = 1
α

.
30. 在 C[0, 1]上分别赋予范数 ‖·‖1和 ‖·‖2,考虑 T : C[0, 1] → C[0, 1], (Tx)(t) = t2x(t).
(1) 求证: T ∈ B ((C[0, 1], ‖ · ‖2) , (C[0, 1], ‖ · ‖2)). 求 ‖T‖;
(2) 求证: T ∈ B ((C[0, 1], ‖ · ‖2) , (C[0, 1], ‖ · ‖1)). 求 ‖T‖.
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31. 设 X 为无穷维赋范空间, Y 为非零赋范空间. 求证: 存在线性算子 T : X → Y , 使
得 T /∈ B(X,Y ).

32. 设 X 为赋范空间, M 为 X 的非空子集. 定义 M 的零化子为

⊥M = {f ∈ X ′ : f |M = 0} .

求证: ⊥M 为 X ′ 的闭线性子空间. 求 ⊥X 和 ⊥{0}.
33. 设 X 为赋范空间, N 为 X ′ 的非空子集, 令 N⊥ = {x ∈ X : 任取 f ∈ N , 都有

f(x) = 0}. 求证: N⊥ 为 X 的闭线性子空间. 求 (X ′)
⊥
和 {0}⊥.

34. 设 X 为 n 维赋范空间, M 为其 m 维线性子空间, 且 m < n. 求证:

dim
(⊥M) = n−m.
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内积空间是一类特殊的赋范空间, 在历史上它比一般的赋范空间出现得还早, 其理论十
分丰富, 并且保存了欧氏空间的很多特征, 其最中心的概念是正交性. 读者将会注意到, 在
这个领域里, 很多概念和证明都是十分简捷和漂亮的. 内积空间的理论起源于著名数学家
Hilbert 关于函数积分方程的研究. 现代所采用的内积空间的记号和术语都和欧氏空间几何
很类似. 内积空间至今仍是泛函分析在实际应用方面最有用的空间结构.

3.1 内积空间

在本节里, 将 Kn 中的点积和正交性扩展到一般的线性空间, 这就是线性空间中内积的
概念. 内积空间首先是线性空间, 其上赋予一个内积运算. 由此内积可以自然地诱导出该空
间上的一个范数, 因此内积空间是一类特殊的赋范空间. 由于在内积空间中可以定义向量的
正交性, 所以内积空间是欧氏空间最自然的推广. 本节主要研究内积空间的正交性、正交分
解、标准正交集及 Hilbert 空间上有界线性泛函的 Riesz 表示定理. 下面先给出线性空间中
内积的定义.

定义 3.1.1 设 X 为数域 K 上的线性空间, 二元函数

〈·, ·〉 : X2 → K

(x, y) 7→ 〈x, y〉

称为 X 上的内积, 如果任给 x, y, z ∈ X,α ∈ K, 满足:
(1) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;
(2) 〈αx, z〉 = α〈x, z〉;
(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
(4) 〈x, x〉 ⩾ 0;
(5) 〈x, x〉 = 0 当且仅当 x = 0.
此时称序对 (X, 〈·, ·〉) 为内积空间, 〈x, y〉 称为 x 与 y 的内积.

注 3.1.1 (1) 由定义知内积关于第一个变量为线性的.
(2) 若 (X, 〈·, ·〉) 为复内积空间, x, y, z ∈ X,α, β ∈ K, 则

〈z, αx+ βy〉 = ᾱ〈z, x〉+ β̄〈z, y〉,

即内积关于第二个变量是共轭线性的.
(3) 若 (X, 〈·, ·〉) 为实内积空间, 则 〈x, y〉 = 〈y, x〉, 即有对称性.

76
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(4) 设 (X, 〈·, ·〉) 为内积空间, x ∈ X, 令

‖x‖ = 〈x, x〉1/2. (3.1)

则 ‖ · ‖ 为 X 上的范数. 事实上, 显然有 ‖x‖ ⩾ 0. 又由定义

‖x‖ = 0 ⇔ 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0.

若 x ∈ X,α ∈ K, 有

‖αx‖ = 〈αx, αx〉1/2 = (αᾱ〈x, x〉)1/2 = |α|‖x‖,

即 ‖ · ‖ 满足齐次性. 关于 ‖ · ‖ 的三角不等式包含在下述定理.

定理 3.1.1 设 (X, 〈·, ·〉) 为内积空间. 则
(1) 任给 x, y ∈ X, Schwarz 不等式

|〈x, y〉| ⩽ ‖x‖‖y‖ (3.2)

成立. Schwarz 不等式中等号成立当且仅当 x, y 线性相关.
(2) 任给 x, y ∈ X, 三角不等式

‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖

成立. 三角不等式中等号成立当且仅当 y = 0 或 x = cy(c ⩾ 0).

证明 (1) 若 y = 0, 则 Schwarz 不等式显然成立. 不妨设 y 6= 0. 若 a ∈ K, 有

0 ⩽ 〈x− ay, x− ay〉

= 〈x, x− ay〉 − 〈ay, x− ay〉

= 〈x, x〉 − ā〈x, y〉 − a〈y, x〉+ |a|2〈y, y〉

= ‖x‖2 − ā〈x, y〉 − a〈y, x〉+ |a|2‖y‖2

(3.3)

取 a = ⟨y,x⟩
∥y∥2 , 有

0 ⩽ ‖x‖2 − |〈y, x〉|2

‖y‖2
.

即 |〈x, y〉| ⩽ ‖x‖‖y‖. 所以 Schwarz 不等式成立. 若 Schwarz 不等式中等号成立, 则不等式
(3.3) 也必然是等式, 因此

〈x− ay, x− ay〉 = 0,

从而 x− ay = 0, 即 x = ay. 因此 x, y 线性相关. 当 y = 0 时, Schwarz 不等式中等号也成
立, 此时显然 x, y 线性相关.

反之, 若 x, y 线性相关, 则或者 y = 0, 或者存在 a ∈ K 使得 x = ay. 若 y = 0, 则
Schwarz 不等式中等号显然成立. 若存在 a ∈ K 使得 x = ay, 则

|〈x, y〉| = |〈ay, y〉| = |a|‖y‖2,
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‖x‖‖y‖ = 〈ay, ay〉1/2〈y, y〉1/2 = |a|‖y‖2. 因此 Schwarz 不等式中等号成立.
(2) 若 x, y ∈ X, 利用 Schwarz 不等式 (3.2), 有

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉

= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re〈x, y〉

⩽ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|〈x, y〉|

⩽ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖

= (‖x‖+ ‖y‖)2.

(3.4)

从而 ‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖.
若三角不等式 ‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖ 等号成立, 则式 (3.4) 中每个不等号都必须是等号,

特别地 Schwarz 不等式也为等号, 由已经证明的第一个结论, x, y 线性相关. 若 y 6= 0, 则存
在 a ∈ K 使得 x = ay. 由于式 (3.4) 中每个不等号都是等号, 因此

Re〈x, y〉 = |〈x, y〉|.

所以 〈x, y〉 ∈ R 且 〈x, y〉 ⩾ 0. 将 x = ay 代人上式有

〈x, y〉 = a‖y‖2.

所以 a ⩾ 0.
反之, 若 y = 0, 则三角不等式显然为等号. 若存在 a ⩾ 0, x = ay, 则

‖x+ y‖ = ‖(a+ 1)y‖ = (a+ 1)‖y‖ = a‖y‖+ ‖y‖

= ‖x‖+ ‖y‖.

因此三角不等式为等号.

设 (X, 〈·, ·〉) 为内积空间, 由式 (3.1) 中定义的 ‖ · ‖ 为 X 上的范数. 称此范数为由内积
〈·, ·〉 诱导出来的范数. 若 (X, ‖ · ‖) 为 Banach 空间, 则称内积空间 (X, 〈·, · · · 〉) 为 Hilbert
空间.
若 ‖ · ‖ 为式 (3.1) 中定义的范数, 对于 x, y ∈ X, 有

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉

= 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
,

(3.5)

上式称为内积空间中的平行四边形等式. 我们知道平面上平行四边形的对角线长度的平方
和等于四个边长度的平方和, 上式因此而得名.
若 (X, ‖ · ‖) 为赋范空间, 则范数 ‖ · ‖ 是由 X 上某个内积诱导出来的当且仅当对于任

意的 x, y ∈ X, 上述平行四边形等式成立. 事实上, 若 ‖ · ‖ 满足平行四边形等式 (3.5), 且
K = R, 可令

〈x, y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
. (3.6)
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而当 K = C 时, 可令

〈x, y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
+

i
4

(
‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2

)
, (3.7)

可证上面定义的 〈, ·〉 为 X 上的内积, 其诱导出来的范数就是 ‖ · ‖. 这个结果的证明过程较
复杂, 我们不给出详细证明. 式 (3.6) 和式 (3.7) 称为极化恒等式.

例 3.1.1 考虑连续函数空间 C[0, 1], 其上赋子范数 ‖ · ‖∞. 取

x(t) = 1 + t, y(t) = 1− t,

则

(x+ y)(t) = 2, (x− y)(t) = 2t.

因此 ‖x‖∞ = ‖x+ y‖∞ = ‖x− y‖∞ = 2, ‖y‖∞ = 1. 由于

‖x+ y‖2∞ + ‖x− y‖2∞ 6= 2(‖x‖2∞ + ‖y‖2∞),

所以 ‖ · ‖∞ 不是由 C[0, 1] 上的某个内积诱导出来的.

例 3.1.2 设 1 ⩽ p < ∞, 考虑 ℓp, 其上赋予范数 ‖ · ‖p. 取

x = (1, 1, 0, 0, · · · ), y = (1,−1, 0, 0, · · · ),

则

x+ y = (2, 0, 0, · · · ), x− y = (0, 2, 0, 0, · · · ).

因此

‖x‖p = ‖y‖p = 21/p, ‖x+ y‖p = ‖x− y‖p = 2.

假设平行四边形等式对 ‖ · ‖p 成立, 则

22 + 22 = 2
(
22/p + 22/p

)
.

所以 p = 2. 这说明当 p 6= 2 时, ‖ · ‖p 不能由 ℓp 上某个内积诱导出来. 在下面的例子里, 我
们将发现 (ℓ2, ‖ · ‖2) 为内积空间. 类似方法可以证明 (ℓ∞, ‖ · ‖∞) 中的范数 ‖ · ‖∞ 也不能由
ℓ∞ 上的某个内积诱导出来.

例 3.1.3 考虑空间 Kn, 其中 n ⩾ 1. 若 x,y ∈ Kn, 有

x = (x1, x2, · · · , xn) , y = (y1, y2, · · · , yn) ,

定义

〈x,y〉 =
n∑

i=1

xiȳi.

容易验证 〈, · · · 〉 为 Kn 上的内积, 其在 Kn 上诱导出来的范数为 ‖ · ‖2. 由于䘏为完备的, 因
此 Kn 为 Hilbert 空间.
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例 3.1.4 考虑平方可和的数列空间 ℓ2. 若 x, y ∈ ℓ2, 有

x = (x1, x2, · · · ) , y = (y1, y2, · · · ) ,

定义

〈x, y〉 =
∞∑
i=1

xiȳi.

由 Cauchy-Schwarz 不等式 (1.3), 上式右侧的级数收敛. 容易验证 〈·, ·〉 为 ℓ2 上的内积, 其
在 ℓ2 上诱导出来的范数为 ‖ · ‖2. 由于 ℓ2 为完备的, 因此 ℓ2 为 Hilbert 空间.

例 3.1.5 考虑连续函数空间 C[a, b]. 若 x, y ∈ C[a, b], 定义

〈x, y〉 =
∫ b

a

x(t)y(t)dt.

利用关于函数的 Cauchy-Schwarz 不等式, 可以证明 〈· · · , · · · 〉 为 C[a, b] 上的内积, 其在
C[a, b] 上诱导出来的范数为 ‖ · ‖2. 因此 C[a, b] 不是 Hilbert 空间.

定理 3.1.2 (内积的连续性) 设 (X, 〈·, ·〉) 为内积空间, xn, yn, x, y ∈ X. 若

xn → x, yn → y,

则 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉.

证明 由内积的定义及 Schwarz 不等式 (3.2), 有

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |(〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉) + (〈xn, y〉 − 〈x, y〉)|

⩽ |〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉|

⩽ ‖xn‖ ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ ‖y‖.

由于 {xn} 为收敛列, 因此存在 C > 0, 使得任给 n ⩾ 1, ‖xn‖ ⩽ C. 因此,

〈xn, yn〉 → 〈x, y〉.

定义 3.1.2 设 (X, 〈·, ·〉X) 及 (Y, 〈·, ·〉Y ) 为内积空间, 映射 T : X → Y 为线性算子且为一一

映射. 如果
〈Tx1, Tx2〉Y = 〈x1, x2〉X , x1, x2 ∈ X. (3.8)

则称 T 为从 X 到 Y (内积空间意义下) 的等距同构. 此时称 X 与 Y (在内积空间意义下)
等距同构.

由极化恒等式 (3.6) 和式 (3.7), 等式 (3.8) 成立当且仅当

‖Tx‖Y = ‖x‖X, x ∈ X,

其中 ‖ · ‖X 及 ‖ · ‖Y 分别是由内积 〈· · · , ·〉X 和 〈·, ·〉Y 诱导出来的范数.
如果两个内积空间等距同构, 则其在内积空间意义下的结构和性质完全是一致的. 所以

我们视两个等距同构的内积空间为同一个内积空间. 对于内积空间我们有下述完备化定理.
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定理 3.1.3 设 X 为内积空间, 则存在 Hilbert 空间 X̂ 及其线性子空间 Y , 使得 Y 与 X 等

距同构, Y 在 X̂ 中稠密. X̂ 在等距同构意义下还是唯一的, 即若 X̂1 为 Hilbert 空间, Y1 为

X̂1 的稠密线性子空间且 Y1 与 X 等距同构, 则 X̂ 与 X̂1 等距同构.

满足这个定理的 Hilbert 空间 X̂ 称为 X 的完备化. 当 X 为内积空间时, 其上内积在
X 上自然地诱导出一个范数 ‖ · ‖, 由定理 2.2.1, (X, ‖ · ‖) 总有赋范空间意义下的完备化. 上
一定理表明这个赋范空间意义下的完备化对应的范数可以由 X 上的某个内积诱导出来. 上
述定理证明较复杂, 我们不给出其证明过程.

3.2 正交补及正交投影

内积空间较一般赋范空间最大的优势是关于向量或集合的正交性, 因此可以自然地导
出 Hilbert空间闭子空间的正交分解定理. 因此内积空间中的结果也较一般赋范空间更加完
美和实用.

定义 3.2.1 设 X 为内积空间, x, y ∈ X. 若 〈x, y〉 = 0,则称 x, y 正交,记为 x ⊥ y. 若M,N

为 X 的非空子集, 任给 x ∈ M,y ∈ N, x ⊥ y, 则称 M,N 正交, 记为 M ⊥ N . 若 N = {x}
为单点集, 则记为 x ⊥ M . 令

M⊥ = {x ∈ X : x ⊥ M}

称 M⊥ 为 M 的正交补.

由内积的定义, 0 与所有元素正交, 与 X 正交的元素必为 0. 另外, M⊥ 总是 X 的闭线

性子空间. 事实上, 若 x, y ∈ M⊥, a, b ∈ K, z ∈ M , 则

〈ax+ by, z〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉 = 0,

从而 ax + by ∈ M⊥. 即 M⊥ 为 X 的线性子空间. 为证 M⊥ 为闭集, 设 xn ∈ M⊥, xn →
x ∈ X. 任取 y ∈ M, 〈xn, y〉 = 0. 利用定理 3.1.2, 令 n → ∞, 有 〈x, y〉 = 0. 这就证明了
x ∈ M⊥. 由定理 1. 3.2,M⊥ 为闭集.
设 X 为线性空间, C 为 X 的非空子集. 称 C 为凸集, 如果任给 x, y ∈ C, 0 ⩽ λ ⩽ 1,

都有 λx+ (1− λ)y ∈ C.
在度量空间 (X, d) 中, 固定点 x0 ∈ X 在非空子集 M ⊂ X 中的最佳逼近元不一定总

存在, 即可能不存在 y0 ∈ M , 使得

ρ (x0,M) = ‖x0 − y0‖ .

但在内积空间中, 如果 M 满足一定条件, 则这样的 y0 总是存在且是唯一的.

定理 3.2.1 设 X 为内积空间, M 为 X 的非空凸集, 且 X 在 M 上诱导的度量使 M 成为

完备度量空间. 则任给 x0 ∈ X, 存在唯一的 y0 ∈ M , 使得

ρ (x0,M) = ‖x0 − y0‖ .
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证明 记 δ = ρ (x0,M). 由 ρ (x0,M) 的定义, 任取 n ⩾ 1, 存在 yn ∈ M , 使得

δn = ‖x0 − yn‖ → δ. (3.9)

若 m,n ⩾ 1, 由于 M 为凸集, 所以 ym+yn

2
∈ M . 因此有

‖(x0 − ym) + (x0 − yn)‖ = ‖2x0 − (ym + yn)‖ = 2

∥∥∥∥x0 −
ym + yn

2

∥∥∥∥ ⩾ 2δ.

利用平行四边形等式 (3.5) 及 ym+yn

2
∈ M , 有

‖ym − yn‖2 = ‖(x0 − yn)− (x0 − ym)‖2

=2
(
‖x0 − yn‖2 + ‖x0 − ym‖2

)
− ‖(x0 − yn) + (x0 − ym)‖2

=2δn
2 + 2δm

2 − 4

∥∥∥∥x0 −
ym + yn

2

∥∥∥∥2
⩽2δn

2 + 2δm
2 − 4δ2.

因此 {yn} 为 M 中的柯西列. 由假设 M 为完备度量空间, 因此存在 y0 ∈ M,yn → y0. 利
用取范数是连续的这个事实, 在式 (3.9) 中令 n → ∞, 有

‖x0 − y0‖ = ρ (x0,M) .

这就证明了 y0 的存在性.
为证 y0 的唯一性, 假设 y′0 ∈ M , 使得

‖x0 − y′0‖ = ρ (x0,M) .

则由平行四边形等式, 有

‖y0 − y′0‖
2
= ‖(x0 − y′0)− (x0 − y0)‖

2

=2
(
‖x0 − y′0‖

2
+ ‖x0 − y0‖2

)
− ‖(x0 − y′0) + (x0 − y0)‖

2

=4δ2 − 4

∥∥∥∥x0 −
y0 + y′0

2

∥∥∥∥2 ⩽ 4δ2 − 4δ2 = 0

在上式中我们用到了 y0+y′
0

2
∈ M 这个事实. 因此 y0 = y′0. 这就证明了 y0 的唯一性.

定理 3.2.2 设 X 为 Hilbert 空间, M 为 X 的闭线性子空间. 则任给 x0 ∈ X, 存在唯一的
y0 ∈ M , 使

ρ (x0,M) = ‖x0 − y0‖ .

进一步地, 我们有 x0 − y0 ⊥ M .

证明 设 δ = ρ (x0,M). 由于 X 为 Hilbert 空间, M 为 X 的闭线性子空间, 所以 M 为完

备度量空间. 由于 0 ∈ M , 所以 M 为非空凸集. 任给 x0 ∈ X, 由定理 3.2.1, 存在唯一的
y0 ∈ M , 使

ρ (x0,M) = ‖x0 − y0‖ .
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下证 x0 − y0 ⊥ M . 若不然, 令 z0 = x0 − y0, 存在 y1 ∈ M , 使 〈z0, y1〉 6= 0. 特别地, y1 6= 0.
任给 λ ∈ K, 有

‖z0 − λy1‖2 = 〈z0 − λy1, z0 − λy1〉

= 〈z0, z0〉 − λ 〈y1, z0〉 − λ̄ 〈z0, y1〉+ λλ̄ 〈y1, y1〉

在上式中取 λ = ⟨z0,y1⟩
⟨y1,y1⟩ , 有

‖z0 − λy1‖2 = ‖z0‖2 −
〈z0, y1〉 〈y1, z0〉

〈y1, y1〉
= δ2 − |〈z0, y1〉|2

〈y1, y1〉
< δ2.

从而 ‖z0 − λy1‖ < δ. 但
z0 − λy1 = x0 − (y0 + λy1) ,

y0 + λy1 ∈ M , 矛盾! 因此必有 x0 − y0 ⊥ M .

定义 3.2.2 设 X 为线性空间, M,N 为 X 的线性子空间. 若任取 x ∈ X, 存在唯一的
y ∈ M, z ∈ N , 使得 x = y + z, 则称 X 为 M 和 N 的直和, 记为 X = M ⊕N .

容易验证 X = M ⊕N 当且仅当 X = span(M ∪N) 且 M ∩N = {0}. 在 R2 中考虑

M = R× {0}, N = {0} × R, 则 R2 = M ⊕N .
设 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的闭子空间. 任给 x ∈ H, 由定理 3.2.2, 存在唯一的

y ∈ M , 使得 x− y ∈ M⊥. 令 z = x− y, 则

x = y + z, (3.10)

其中 y ∈ M, z ∈ M⊥. 若存在 y1 ∈ M, z1 ∈ M⊥, 使

x = y1 + z1,

则

y − y1 = z1 − z ∈ M ∩M⊥.

因此 y = y1, z = z1. 这说明 H 为 M 和 M⊥ 的直和. 即得到如下定理.

定理 3.2.3 (正交分解定理)设 H 为 Hilbert空间, M 为 H 的闭子空间. 则 H = M ⊕M⊥.

设 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的闭子空间. 对于 x ∈ H, 存在唯一的 y ∈ M, z ∈ M⊥,
使得 x = y+ z. 令 PMx = y, 则 PM 为从 H 到 M 上的映射, 称 PM 为从 H 到 M 的正交

投影. 在下个定理里我们给出 PM 的一些基本性质.

定理 3.2.4 设 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的闭子空间. 则
(1) PM 为有界线性算子, ‖PM‖ ⩽ 1;
(2) PM

2 = PM ;
(3) R (PM ) = M,N (PM ) = M⊥.
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证明 (1) 若 x1, x2 ∈ H, a, b ∈ K, 则存在 y1, y2 ∈ M, z1, z2 ∈ M⊥, 使

x1 = y1 + z1, x2 = y2 + z2.

此时有 PMx1 = y1, PMx2 = y2. 另外

ax1 + bx2 = (ay1 + by2) + (az1 + bz2) ,

且 ay1 + by2 ∈ M,az1 + bz2 ∈ M⊥. 因此,

PM (ax1 + bx2) = ay1 + by2 = aPMx1 + bPMx2.

即 PM 为线性算子. 若 x = y + z, y ∈ M, z ∈ M⊥, 则 ‖x‖2 = 〈y + z, y + z〉 = ‖y‖2 + ‖z‖2.
所以 ‖PMx‖ = ‖y‖ ⩽ ‖x‖. 这说明 PM 为有界线性算子, ‖PM‖ ⩽ 1.

(2) 若 y ∈ M , 则 y = y + 0, y ∈ M, 0 ∈ M⊥, 因此 PMy = y. 任取 x ∈ H,PMx ∈ M ,
所以 PM (PMx) = PMx, 即 P 2

M = PM .
(3) R (PM ) ⊂ M 显然成立. 又若 y ∈ M , 则有 PMy = y, 故 y ∈ R (PM ). 这样证明了

R (PM ) = M . 类似可证 N (PM ) = M⊥.

定理 3.2.5 设 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的闭子空间. 则
(
M⊥)⊥ = M .

证明 若 y ∈ M , 则任给 x ∈ M⊥, 有 x ⊥ y. 因此 y ∈
(
M⊥)⊥, 从而

M ⊂
(
M⊥)⊥ .

任取 x ∈
(
M⊥)⊥, 由定理 3.2.3, 存在唯一的 y ∈ M, z ∈ M⊥, 使得 x = y + z. 于是有

x − y = z.
(
M⊥)⊥ 为线性子空间, 注意到 y ∈ M ⊂

(
M⊥)⊥ , x ∈

(
M⊥)⊥, 因此 x − y ∈(

M⊥)⊥. 所以 z ∈ M⊥⋂(M⊥)⊥. 所以 z = 0, 从而 x = y ∈ M . 即
(
M⊥)⊥ ⊂ M . 因此有

M =
(
M⊥)⊥.

为了进一步地研究集合正交补的性质, 我们需要建立下述引理.

引理 3.2.1 设 X 为内积空间, M 为 X 的非空子集, 则

(span(M))⊥ = M⊥, (M̄)⊥ = M⊥.

证明 由于 M ⊂ span(M), 所以显然有

(span(M))⊥ ⊂ M⊥.

若 x ∈ M⊥, 任取 y ∈ span(M), 存在

y1, y2, · · · , yn ∈ M,a1, a2, · · · , an ∈ K,

使得

y = a1y1 + a2y2 + · · ·+ anyn.
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因此

〈x, y〉 = ā1 〈x, y1〉+ ā2 〈x, y2〉+ · · ·+ ān 〈x, yn〉 = 0.

所以 x ∈ (span(M))⊥. 从而 M⊥ ⊂ (span(M))⊥. 于是证明了

(span(M))⊥ = M⊥.

由于 M ⊂ M̄ , 所以显然有 (M̄)⊥ ⊂ M⊥. 设 x ∈ M⊥, y ∈ M̄ . 存在 yn ∈ M,yn → y. 由定
理 3. 1.2, 有

〈x, yn〉 → 〈x, y〉.

但 〈x, yn〉 = 0, 所以 〈x, y〉 = 0. 这就证明了 x ∈ (M̄)⊥, 从而 M⊥ ⊂ (M̄)⊥. 因此 M⊥ =

(M̄)⊥.

设 X 为赋范空间, M ⊂ X 称为完全集, 如果 span(M) 在 X 中稠密. 应用定理 3.2.3,
可以利用正交补来刻画 Hilbert 空间中的完全集.

定理 3.2.6 设 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的非空子集. 则 M 在 H 中为完全集当且仅当

M⊥ = {0}.

证明 由引理 3.2.1, 有
M⊥ = (span(M))⊥ = (span(M))⊥.

设 M 在 X 中为完全集, 即 span(M) = H. 则

M⊥ = (span(M))⊥ = H⊥ = {0}.

反之, 假设 M⊥ = {0}. 则有 (span(M))⊥ = {0}. 因此若 N = span(M), 则 N 为 H 的闭子

空间, 且 N⊥ = {0}. 由定理 3.2.3 知 H = N ⊕N⊥, 故 H = N = span(M), 即 M 为完全

集.

3.3 标准正交集与标准正交基

在上一节里, 我们已经看到内积空间中向量或集合正交性的重要作用. 在本节中, 将进
一步来研究内积空间中标准正交集的性质. 标准正交集是内积空间特有的性质, 从某种意义
上来讲在 Hilbert 空间中完全标准正交基起到了基底的作用. 事实上, 我们将看到 Hilbert
空间中任意元素可以由该空间的标准正交基通过取可数和来唯一表示. 从而 Hilbert空间的
性质可以由其标准正交基来决定. 而我们将证明在 Hilbert 空间中标准正交基总是存在的.

定义 3.3.1 设 X 为内积空间, M 为 X 的非空子集. 如果 M 中的元两两正交, 则称 M 为

正交集. 若 M 为 X 的正交集, 且任给 x ∈ M 有 ‖x‖ = 1, 则称 M 为标准正交集. 若标准
正交集 M 为可数集, 即 M = {en : n ⩾ 1}, 则称 M 为标准正交序列. 若标准正交集 M 为

有限集, 即 M = {e1, e2, · · · , en}, 则称 M 为标准正交组.
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定理 3.3.1 设 X 为内积空间, M 为 X 的标准正交集. 则
(1) 任取 e1, e2, · · · , en 为 M 中 n 个不同元, a1, a2, · · · , an ∈ K, 有∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

i=1

|ai|2 , (勾股定理);

(2) M 线性无关.

证明 (1) 由于 {ei} 两两正交且 ‖ei‖ = 1, 所以∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑

i=1

aiei,
n∑

j=1

ajej

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

aiāj 〈ei, ej〉 =
n∑

i=1

|ai|2 .

(2) 设 e1, e2, · · · , en 为 M 中 n 个不同元, a1, a2, · · · , an ∈ K, 使得

a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen = 0.

则由已经证明的第一个结论有
∑n

i=1 |ai|
2
= 0. 因此, a1 = a2 = · · · = an = 0. 这说明 {e1 ,

e2, · · · , en} 线性无关. 从而 M 线性无关.

例 3.3.1 在 Kn 上赋予例 3.1.3 中定义的内积, 对于 1 ⩽ i ⩽ n, 设 ei 为第 i 个坐标为 1 ,
其余坐标为 0 的向量, 则 {e1, e2, · · · , en} 为 Kn 的标准正交组.

例 3.3.2 在 ℓ2 上赋予例 3.1.4 中定义的内积, 对于 i ⩾ 1, 设 ei 为第 i 项为 1 , 其余项为 0
的数列, 则 M = {ei : i ⩾ 1} 为 ℓ2 的标准正交序列.

例 3.3.3 在 C[0, 2π] 上赋予例 3.1.5 中定义的内积, 在 K = C 情形, 对于 n ∈ Z, 令
en(t) = 1√

2π
eint, 则 M = {en : n ∈ Z} 构成 C[0, 2π] 的标准正交序列. 若 K = R, 考虑

f0(t) =
1√
2π

, 若 n ⩾ 1, 令 fn(t) =
1√
π

cos(nt). 则 {fn : n ⩾ 0} 为 C[0, 2π] 的标准正交序列.

设 X 为内积空间, M = {en : n ⩾ 1} 为 X 的标准正交序列. 任取 x ∈ X, 令

y =

n∑
i=1

〈x, ei〉 ei ∈ X.

若 z = x− y, 则 y ⊥ z. 事实上,

〈y, z〉 = 〈y, x− y〉 = 〈y, x〉 − 〈y, y〉

=

〈
n∑

i=1

〈x, ei〉 ei, x

〉
−

〈
n∑

i=1

〈x, ei〉 ei,
n∑

i=1

〈x, ei〉 ei

〉

=
n∑

i=1

〈x, ei〉 〈ei, x〉 −
n∑

i=1

|〈x, ei〉|2 = 0.

又 x = y + z, 所以
‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2.
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从而 ‖y‖2 ⩽ ‖x‖2, 或等价地, 有
n∑

i=1

|〈x, ei〉|2 ⩽ ‖x‖2.

在上式中令 n → ∞, 有
∞∑
i=1

|〈x, ei〉|2 ⩽ ‖x‖2. (3.11)

上式称为 Bessel 不等式.

定理 3.3.2 设 M = {ei : i ⩾ 1} 为 Hilbert 空间 H 的标准正交序列, {ai} 为 K 中序列. 则
(1) 级数

∑
i⩾1 aiei 在 H 中收敛当且仅当

∑∞
i=1 |ai|

2
< ∞;

(2) 若级数
∑

i⩾1 aiei 在 H 中收敛且 x =
∑∞

i=1 aiei, 则 ai = 〈x, ei〉;
(3) 任取 x ∈ H, 级数

∑
i⩾1 〈x, ei〉 ei 在 H 中收敛.

证明 (1) 若 n ⩾ 1, 令

Sn =
n∑

i=1

aiei ∈ H, sn =
n∑

i=1

|ai|2 ∈ R.

任取 m > n, 有

‖Sm − Sn‖2 =

∥∥∥∥∥
m∑

i=n+1

aiei

∥∥∥∥∥
2

=
m∑

i=n+1

|ai|2 = sm − sn.

因此 {Sn} 为 H 中的柯西列当且仅当 {sn} 为 R 中的柯西列, 从而
∑

i⩾1 aiei 在 H 中收敛

当且仅当
∑∞

i=1 |ai|
2
< ∞.

(2) 设级数
∑

i⩾1 aiei 在 H 中收敛且 x =
∑∞

i=1 aiei. 则由级数收敛性的定义, 有

lim
n→∞

n∑
i=1

aiei = x

由定理 3.1.2, 得

〈x, ei〉 = lim
n→∞

〈
n∑

j=1

ajej , ei

〉
= ai.

(3) 若 x ∈ H, 由 Bessel 不等式 (3.11), 有
∞∑
i=1

|〈x, ei〉|2 < ∞.

由已经证明的第一个结论, 级数
∑

i⩾1 〈x, ei〉 ei 在 H 中收敛.

设 ai ∈ R 为非负数列, 满足
∑∞

i=1 ai < ∞. 若 T : N → N 为一一映射, 则级数∑
i⩾1 aτ(i) 也收玫, 即

∑∞
i=1 aτ(i) < ∞. 此时有

∞∑
i=1

ai =
∞∑
i=1

aτ(i).
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因此, 若 M = {en : n ⩾ 1} 为 Hilbert 空间 H 的标准正交序列, 设级数
∑

i⩾1 aiei 在 H 中

收敛, 应用上个定理, 则级数
∑

i⩾1 aτ(i)eτ(i) 也在 H 中收敛且

∞∑
i=1

aiei =
∞∑
i=1

aτ(i)eτ(i)

因此级数
∑

i⩾1 aiei 的收敛性及其收敛的极限与该级数中各项顺序是无关的.
内积空间 X 中的标准正交集 M 可能是不可数集, 但对于选定的 x ∈ X, 则此向量仅和

M 中至多可数个元素有联系.

定理 3.3.3 设 M 为内积空间 X 的标准正交集. 则任取 x ∈ X,

Mx = {e ∈ M : 〈x, e〉 6= 0}

为至多可数集.

证明 若 m ⩾ 1, 考虑
Mx,m =

{
e ∈ M : |〈x, e〉| ⩾ 1

m

}
.

若 e1, e2, · · · , ek ∈ Mx,m 为两两不等的元, 则由 Bessel 不等式 (3.11), 有

k

m2
⩽

k∑
j=1

|〈x, ei〉|2 ⩽ ‖x‖2.

因此 k ⩽ m2‖x‖2, 这说明 Mx,m 中只有有限个元素. 又显然有

Mx =
∞⋃

m=1

Mx,m.

故 M 为至多可数集.

设 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的标准正交集. 由上一定理, 有

Mx = {e ∈ M : 〈x, e〉 6= 0}

为至多可数集. 设 Mx = {ej : j ⩾ 1}. 由定理 3.3.2, 级数
∑

j⩾1 〈x, ei〉 ei 在 H 中收敛. 若
e ∈ M\Mx, 由 Mx 的定义, 〈x, e〉 = 0. 因此形式上有

∞∑
j=1

〈x, ei〉 ei =
∑
e∈M

〈x, e〉e, (3.12)

∞∑
j=1

|〈x, ei〉|2 =
∑
e∈M

|〈x, e〉|2. (3.13)

在本节的剩下部分里, 我们将使用这两个记法.

定义 3.3.2 设 H 为内积空间, M 为 H 的标准正交集. 若 span(M) = H, 则称 M 为 H 的

标准正交基, 也称为 H 的完全标准正交集.
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在 Hilbert空间中, 标准正交基起到基底的作用, 即 H 中任意元可以由此标准正交基中

的元素通过取无穷和的形式来表示.

定理 3.3.4 设 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的标准正交集. 则下述命题相互等价:
(1) M 为标准正交基.
(2) 任给 x ∈ H, 有

x =
∑
e∈M

〈x, e〉e. (3.14)

(3) 任给 x, y ∈ H, 有
〈x, y〉 =

∑
e∈M

〈x, e〉〈e, y〉. (3.15)

(4) 任给 x ∈ H, 有

‖x‖2 =
∑
e∈M

|〈x, e〉|2, (Parseval 等式). (3.16)

证明 (1) ⇒ (2) 设 M 为 H 的标准正交基, 则 span(M) = H. 任给 x ∈ H, 由定理 3.3.3,
知使得 〈x, e〉 6= 0 的 e ∈ M 为至多可数的, 设为

Mx = {e1, e2, · · · } .

由定理 3.3.2, 级数
∑

i⩾1 〈x, ei〉 ei 在 H 中收敛, 设 y =
∑∞

i=1 〈x, ei〉 ei. 下证 x = y. 为此,
设 z = x− y. 若 i ⩾ 1, 利用定理 3.1.2, 有

〈z, ei〉 = 〈x, ei〉 − 〈y, ei〉 = 〈x, ei〉 −

〈
lim
n→∞

n∑
i=1

= 〈x, ei〉 − lim
n→∞

〈
n∑

i=1

〈x, ei〉 ei, ei

〉

= 〈x, ei〉 − lim
n→∞

n∑
i=1

〈〈x, ei〉 ei, ei〉 = 0

若 e ∈ M\Mx, 则 〈x, e〉 = 0, 还是利用定理 3.1.2, 有

〈z, e〉 = 〈x, e〉 − 〈y, e〉 = −

〈
lim
n→∞

n∑
i=1

〈x, ei〉 ei, e

〉

= − lim
n→∞

〈
n∑

i=1

〈x, ei〉 ei, e

〉
= 0.

在上式中我们用到了 〈ei, e〉 = 0 这个事实. 我们证明了 z ∈ M⊥, 由引理 3.2.1, z ∈
(span(M))⊥, 由假设知 z = 0. 从而 x = y, 即

x =
∞∑
i=1

〈x, ei〉 ei =
∑
e∈M

〈x, e〉e.
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(2) ⇒ (3) 设任给 x ∈ H, 有
x =

∑
e∈M

〈x, e〉e. (3.17)

由定理 3.3.3, 若 x, y ∈ H, 使得 〈x, e〉 6= 0 或 〈y, e〉 6= 0 的 e ∈ M 为至多可数的, 设为

Mx,y = {e1, e2, · · · } .

式 (3.17) 意味着

x =
∞∑
i=1

〈x, ei〉 ei, y =
∞∑
i=1

〈y, ei〉 ei.

因此由定理 3.1.2 和定理 3.3.1, 有

〈x, y〉 =

〈
∞∑
i=1

〈x, ei〉 ei,
∞∑
i=1

〈y, ei〉 ei

〉
= lim

n→∞

〈
n∑

i=1

〈x, ei〉 ei,
n∑

i=1

〈y, ei〉 ei

〉

= lim
n→∞

n∑
i=1

〈x, ei〉 〈ei, y〉 =
∞∑
i=1

〈x, ei〉 〈ei, y〉 .

或等价地, 有
〈x, y〉 =

∑
e∈M

〈x, e〉〈e, y〉.

(3) ⇒ (4) 假设式 (3.15) 成立, 则仅需在式 (3.15) 中取 x = y 即可得到式 (3.16).
(4) ⇒ (1) 设任给 x ∈ H, 有

‖x‖2 =
∑
e∈M

|〈x, e〉|2. (3.18)

若 y ∈ (span(M))⊥, 则 y ∈ M⊥, 即任取 e ∈ M 有 〈y, e〉 = 0. 由式 (3.18) 知 y = 0. 因此,
(span(M))⊥ = {0}. 由于 span(M) 为 H 的闭线性子空间, 由定理 3.2.3 知 H = span(M).
即 M 为 H 的标准正交基.

注 3.3.1 设 M 为非空集合, 令 ℓ2(M) = {f : M → K : f 仅在至多可数个点上非零且∑
s∈M |f(s)|2 < ∞

}
. 则易证 ℓ2(M) 为线性空间, 其上可以赋子内积

〈f, g〉 =
∑
s∈M

f(s)g(s).

则 ℓ2(M) 为 Hilbert 空间. 若 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的标准正交基, 则可以考虑映射

T : H → ℓ2(M)

x 7→ Tx,

其中 (Tx)(s) = 〈x, s〉. 利用上一定理可知 T 为 (内积空间意义下的) 等距同构. 需要特别说
明的是, 若 M 为 n 个元素, 则 ℓ2(M) 可以等同于 Kn; 若 M 为可数集, 则 ℓ2(M) 可以等同

于 ℓ2.
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容易验证例 3.3.1, 例 3.3.2 中定义的标准正交集均是相应内积空间的标准正交基.
设 X 为内积空间, x1, x2, · · · 为 X 中一列线性无关的元素, 则总可以从这列元素出发

构造出 X 的标准正交序列, 这就是很实用的 Gram-Schmidt 标准正交化方法.

定理 3.3.5 (Gram-Schmidt 标准正交化方法) 设 {x1, x2, · · · } 为内积空间 X 的一列线性无

关的元素. 则存在 {e1, e2, · · · } 为 X 的标准正交序列, 使得任给 n ⩾ 1, 有

span {e1, e2, · · · , en} = span {x1, x2, · · · , xn} .

证明 由序列 {x1, x2, · · · } 的线性无关性有 x1 6= 0. 取 e1 =
x1

∥x1∥ . 令

v2 = x2 − 〈x2, e1〉 e1,

则

〈v2, e1〉 = 〈x2, e1〉 − 〈〈x2, e1〉 e1, e1〉 = 0.

由于 x1, x2 线性无关, 所以 e1, x2 线性无关, 所以 v2 6= 0. 令 e2 = v2

∥v2∥ . 则 ‖e2‖ = 1 且

e1 ⊥ e2. 容易验证
span {e1, e2} = span {x1, x2} .

设 e1, e2, · · · , en 已经找到. 令

vn+1 = xn+1 −
n∑

i=1

〈xn+1, ei〉 ei.

则容易验证若 1 ⩽ i ⩽ n, 则 vn+1 ⊥ ei. 利用 {x1, x2, · · · , xn+1} 的线性无关性易证 vn+1 6=
0, 令 en+1 =

vn+1

∥vn+1∥ . 则任取 1 ⩽ i ⩽ n, 有 en+1 ⊥ ei. 容易验证

span {e1, e2, · · · , en+1} = span {x1, x2, · · · , xn+1} .

下面我们给出 Hilbert 空间中标准正交基的存在性定理.

定理 3.3.6 设 H 为 Hilbert 空间, H 6= {0},M0 为 H 的标准正交集, 则存在 H 的标准正

交基 M , 使得 M0 ⊂ M . 由于单点集 {x} 为标准正交集, 其中 ‖x‖ = 1, 因此 H 必有标准

正交基.

证明 考虑集合 E = {M ⊂ H : M 为 H 的标准正交集, M0 ⊂ M}. 由于 M0 ∈ E , 所以
E 6= ∅. 若 M,N ∈ E , 定义

M ≼ N ⇔ M ⊂ N.

则易证序关系 “≼” 为 E 上的半序. 设 E1 为的的非空全序子集, 令

M =
⋃

N∈E1

N.
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我们下证 M ∈ E . 为此设 x1, x2, · · · , xn ∈ M 为两两不等的元, 则存在

N1, N2, · · · , Nn ∈ E ,

使得 xi ∈ Ni. 由于 E1 为全序的, 故 N1, N2, · · · , Nn 可以比较大小, 不妨设

N1 ≼ N2 ≼ · · · ≼ Nn,

即 N1 ⊂ N2 ⊂ · · · ⊂ Nn. 此时任给 1 ⩽ i ⩽ n 有 xi ∈ Nn. 由于 Nn ∈ E , 所以 x1, x2, · · · , xn

两两正交. 这就证明了 M 为标准正交集. 又显然有 M0 ⊂ M , 故 M ∈ E . 由 M 的定义, 任
取 N ∈ E1 有 N ⊂ M , 即 N ≼ M . 这说明 M 为 E1 的上界. 由于 E 中任意非空全序子集
均有上界, 由 Zorn 引理 (见附录) E 必有极大元 M1.
假设 M1 在 H 中不为完全集, 即 span (M1) & H. 从而利用定理 3.2.3, 有(

span (M1)
)⊥

6= {0}.

取 x0 ∈
(

span (M1)
)⊥

, ‖x0‖ = 1, 令 M2 = M1 ∪ {x0}, 则 M2 为 H 的标准正交集, 且显然
有 M0 ⊂ M2, 即 M2 ∈ E . 但我们有 M1 ⩽ M2,M1 6= M2. 这与 M1 为极大元矛盾! 因此 M1

在 H 中必为完全集, 即 M1 为 H 的标准正交基.

当 H 为可分 Hilbert 空间时, 不需要应用 Zorn 引理, 也可以给出 Hilbert 空间标准正
交基存在性的证明. 若 dim(H) = n < ∞, 则存在 {x1, x2, · · · , xn} 为 H 的 Hamel 基, 即

H = span {x1, x2, · · · , xn} .

由定理 3.3.5, 存在 {e1, e2, · · · , en} 为 H 的标准正交集, 使得

span {e1, e2, · · · , en} = span {x1, x2, · · · , xn} .

因此有 H = span{e1, e2, · · · , en}. 这说明 {e1, e2, · · · , en} 为 H 的标准正交基.
若 dim(H) = ∞, 则由于 H 为可分空间, 存在可数集 y1, y2, · · · 在 H 中稠密. 易证存

在 y1, y2, · · · 线性无关的子列 x1, x2, · · · , 使得

span {y1, y2, · · · } = span {x1, x2, · · · } .

因此 span {x1, x2, · · · } 在 H 中稠密. 由定理 3.3.5, 存在 H 的标准正交集 {e1, e2, · · · }, 使
得任给 n ⩾ 1, 有

span {e1, e2, · · · , en} = span {x1, x2, · · · , xn} .

因此

span {e1, e2, · · · } = span {x1, x2, · · · } .

特别地, span {e1, e2, · · · } 在 H 中稠密, 这说明 {e1, e2, · · · } 为 H 的标准正交基.
利用注 3.3.1 的结论, 结合上述构造过程, 我们可得下述重要结论: 若 H 为有限维

Hilbert 空间, dim(H) = n, 则 H 与 Kn (在内积空间意义下) 等距同构; 若 H 为可分无穷

维 Hilbert 空间, 则 H 与 ℓ2 (在内积空间意义下) 等距同构. 这说明在等距同构意义下, 可
分 Hilbert 空间只有两类: Kn 和 ℓ2.
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3.4 Hilbert 空间上有界线性泛函的表示

给定赋范空间 X, 一般来讲将 X 上的所有有界线性泛函表示出来是一件十分困难的事

情. 但若 H 为 Hilbert 空间, 则 H 上的有界线性泛函都具有十分简单的形式, 事实上它们
都可通过取内积得到, 这就是著名的 Riesz 表示定理.
设 X 为内积空间, 固定 y0 ∈ X, 则 y0 可以自然地定义一个 X 上的线性泛函 fy0

:

fy0
(x) = 〈x, y0〉 , x ∈ X.

由 Schwarz 不等式 (3.2), 有
|fy0

(x)| ⩽ ‖y0‖ ‖x‖.

所以 fy0
∈ X ′ 且 ‖fy0

‖ ⩽ ‖y0‖. 另外, 有

fy0
(y0) = 〈y0, y0〉 = ‖y0‖2 .

从而 ‖fy0
‖ ⩾ ‖y0‖. 因此 ‖fy0

‖ = ‖y0‖.
若 H 为 Hilbert 空间, 所有 H 上的有界线性泛函都具有这种简单形式.

定理 3.4.1 (F. Riesz) 若 H 为 Hilbert 空间. 则任取 f ∈ H ′, 存在唯一的 y0 ∈ H, 使得

f(x) = fy0
(x) = 〈x, y0〉 , x ∈ H.

证明 首先来证明 y0 的存在性. 若 f = 0, 则可取 y0 = 0. 下设 f 6= 0. 由于 f ∈ H ′, 所以
f : H → K 为连续映射. 因此其零空间 N(f) 为 H 的闭线性子空间, 又由于 f 6= 0, 所以
N(f) & H. 由定理 3.2.3, N(f)⊥ 6= {0}.
固定 z0 ∈ N(f)⊥, z0 6= 0. 任给 x ∈ H, 考虑 v = f(x)z0 − f (z0)x ∈ H. 显然有

f(v) = f(x)f (z0)− f (z0) f(x) = 0.

故 v ∈ N(f). 从而 〈v, z0〉 = 0, 即

f(x) 〈z0, z0〉 − f (z0) 〈x, z0〉 = 0.

或者等价地, 有

f(x) =

〈
x,

f (z0)z0

‖z0‖2

〉
.

所以可取 y0 =
f(z0)z0
∥z0∥2 . 这就证明了 y0 的存在性.

为了证明 y0 的唯一性, 假设 y1 ∈ H, 使得

f(x) = 〈x, y1〉 , x ∈ H.

则

〈x, y0〉 = 〈x, y1〉 , x ∈ H,

或等价地, 有
〈x, y0 − y1〉 = 0, x ∈ H.

取 x = y0 − y1, 则有 ‖y0 − y1‖2 = 0, 因此 y0 = y1.
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完备性假设在 Riesz表示定理中为必要条件. 事实上,若 X 为不完备的内积空间,设 H

为其完备化, 则任取 y0 ∈ H\X, y0 可以自然地定义一个 X 上的线性泛函 fy0
(x) = 〈x, y0〉.

假设存在 y1 ∈ X, 使得
f(x) = 〈x, y1〉 , x ∈ X.

则任取 x ∈ X, 有 f(x) = 〈x, y0〉 = 〈x, y1〉. 因此有 〈x, y0 − y1〉 = 0. 这说明 y0 − y1 ∈ X⊥.
由于 X 在 H 中稠密, 所以必有 y0 = y1, 即 y1 = y0, 矛盾!

Hilbert 空间上有界线性泛函的 Riesz 表示定理可以用来研究 Hilbert 空间上的有界共
轭双线性泛函, 下面给出 Hilbert 空间上有界共轭双线性泛函十分简单的表示.

定义 3.4.1 设 X,Y 为线性空间, h : X × Y → K 为映射. 称 h 为共轭双线性泛函, 若任给
x, x1, x2 ∈ X, y, y1, y2 ∈ Y, α ∈ K, 满足:

(1) h (x1 + x2, y) = h (x1, y) + h (x2, y);
(2) h(αx, y) = αh(x, y);
(3) h (x, y1 + y2) = h (x, y1) + h (x, y2);
(4) h(x, αy) = ᾱh(x, y).
即当固定第二个变量时, h 关于第一个变量是线性算子; 固定第一个变量时, h 关于第

二个变量为共轭线性算子.

若 h 为共轭双线性泛函且 K = R, 则固定第一个变量时, h 关于第二个变量为线性算
子, 此时 h 为双线性泛函. 若 X 为内积空间, 则 h(x, y) = 〈x, y〉 为共轭双线性泛函.
设 X,Y 为赋范空间, h : X × Y → K 为共轭双线性泛函, 称 h 为有界共轭双线性泛函,

如果存在常数 C ⩾ 0, 使

|h(x, y)| ⩽ C‖x‖‖y‖, x ∈ X, y ∈ Y. (3.19)

若 h 为有界共轭双线性泛函, 定义 h 的范数为

‖h‖ = sup
x ̸=0,y ̸=0

|h(x, y)|
‖x‖‖y‖

.

则 ‖h‖ < ∞. 易证
|h(x, y)| ⩽ ‖h‖‖x‖‖y‖, x ∈ X, y ∈ Y.

因此, ‖h‖ 是使得不等式 (3.19) 成立的最小常数 C.
若 (H1, 〈·, ·〉1), (H2, 〈·, ·〉2) 为内积空间, T ∈ B (H1,H2). 令

h(x, y) = 〈Tx, y〉2, x ∈ H1, y ∈ H2, (3.20)

则 h 为共轭双线性泛函. 又由 Schwarz 不等式 (3.2), 有

|h(x, y)| ⩽ ‖Tx‖‖y‖ ⩽ ‖T‖‖x‖‖y‖.

所以 h 为有界共轭双线性泛函, 且 ‖h‖ ⩽ ‖T‖. 事实上, 有 ‖h‖ = ‖T‖. 为了证明这个结论,
需要下述引理.
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引理 3.4.1 设 X 为内积空间, x0 ∈ X. 则

‖x0‖ = max
x∈X,x ̸=0

|〈x0, x〉|
‖x‖

.

证明 当 x0 = 0 时, 要证结果显然成立, 故不妨设 x0 6= 0. 任给 x ∈ X, 由 Schwarz 不等式
(3.2), 有

|〈x0, x〉| ⩽ ‖x0‖ ‖x‖.

因此

sup
x∈X,x ̸=0

|〈x0, x〉|
‖x‖

⩽ ‖x0‖

又
|〈x0, x0〉|
‖x0‖

= ‖x0‖ .

从而

sup
x∈X,x ̸=0

|〈x0, x〉|
‖x‖

⩾ ‖x0‖ .

所以

‖x0‖ = sup
x∈X,x ̸=0

|〈x0, x〉|
‖x‖

.

由于上式的上确界可以达到, 所以

‖x0‖ = max
x∈X,x ̸=0

|〈x0, x〉|
‖x‖

.

设 h 是由式 (3.20) 定义的共轭双线性泛函, 下面来证明 ‖T‖ ⩽ ‖h‖. 任给 x ∈ H1, 由
上一引理, 有

‖Tx‖ = sup
y∈H2,y ̸=0

|〈Tx, y〉|
‖y‖

= sup
y∈H2,y ̸=0

|h(x, y)|
‖y‖

⩽ sup
y∈H2,y ̸=0

‖h‖‖x‖‖y‖
‖y‖

= ‖h‖‖x‖.

因此有 ‖T‖ ⩽ ‖h‖. 从而 ‖T‖ = ‖h‖. 关于 Hilbert 空间上的有界共轭双线性泛函, 有十分
简单的表示定理.

定理 3.4.2 (F. Riesz) 设 (H1, 〈·, ·〉1) , (H2, 〈·, ·〉2) 为 Hilbert 空间, h : H1 ×H2 → K 为有
界共轭双线性泛函. 则存在唯一的 T ∈ B (H1,H2), 使得

h(x, y) = 〈Tx, y〉2, x ∈ H1, y ∈ H2.

此时有 ‖T‖ = ‖h‖.

证明 固定 x ∈ H1. 考虑映射
ϕ :H2 → K

yh(x, y).
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由于固定 x, h(x, y) 关于 y ∈ H2 是共轭线性的, 所以 ϕ 为线性泛函. 而

|ϕ(y)| ⩽ ‖h‖‖x‖‖y‖, y ∈ H2,

所以 ϕ 为 H2 上的有界线性泛函. 由定理 3.4.1, 存在唯一的 Tx ∈ H2, 使得

ϕ(y) = 〈y, Tx〉2, y ∈ H2.

即

h(x, y) = 〈y, Tx〉, x ∈ H1, y ∈ H2,

或等价地, 有
h(x, y) = 〈Tx, y〉, x ∈ H1, y ∈ H2.

T : H1 → H2 为映射. 若 x1, x2 ∈ H1, a, b ∈ K, 则任取 y ∈ H2, 有

〈T (ax1 + bx2) , y〉2 = h (ax1 + bx2, y) = ah (x1, y) + bh (x2, y)

= a 〈Tx1, y〉2 + b 〈Tx2, y〉2 = 〈aTx1 + bTx2, y〉2 .

由 y ∈ H2 的任意性, 有
T (ax1 + bx2) = aTx1 + bTx2,

即 T 为线性算子.
由引理 3.4.1, 若 x ∈ H1, 有

‖Tx‖ = sup
y∈H2,y ̸=0

|〈Tx, y〉|
‖y‖

= sup
y∈H2,y ̸=0

|h(x, y)|
‖y‖

⩽ sup
y∈H2,y ̸=0

‖h‖‖x‖‖y‖
‖y‖

= ‖h‖‖x‖.

从而 T ∈ B (H1,H2). 由上面的证明知此时有 ‖T‖ = ‖h‖. 为了证明 T 的唯一性, 假设
T1 ∈ B (H1,H2), 使得

h(x, y) = 〈T1x, y〉 , x ∈ H1, y ∈ H2.

则

〈Tx, y〉 = 〈T1x, y〉 , x ∈ H1, y ∈ H2.

或等价地, 有
〈(Tx− T1x) , y〉 = 0, x ∈ H1, y ∈ H2.

由 y ∈ H2 的任意性知 Tx = T1x, 即 T = T1.

下面用刚刚证明的 Riesz 表示定理引入 Hilbert 空间上有界线性算子伴随算子的概念.
设 (H1, 〈·, ·〉1) , (H2, 〈·, ·〉2) 为 Hilbert 空间, T ∈ B (H1,H2), 考虑映射

h : H2 ×H1 → K

(y, x) 7→ 〈y, Tx〉.
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容易验证 h 为共轭双线性泛函. 由 Schwarz 不等式 (3.2), 有

|h(y, x)| ⩽ ‖y‖‖Tx‖ ⩽ ‖T‖‖y‖‖x‖.

因此 h 为有界共轭双线性泛函. 应用引理 3.4.1 易证 ‖h‖ = ‖T‖. 由上一定理, 存在唯一的
T ∗ ∈ B (H2,H1), 使得

h(y, x) = 〈T ∗y, x〉 , x ∈ H1, y ∈ H2,

或等价地, 有
〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 , x ∈ H1, y ∈ H2.

T ∗ 称为 T 的伴随算子. 我们有 ‖T ∗‖ = ‖T‖ = ‖h‖.

例 3.4.1 设 A = (aij)n×m 为矩阵, 它可以自然地定义一个从辰到 x = (x1, x2, · · · , xm) ∈
Km, Tx ∈ Kn 的第 i 个分量定义为

(Tx)i =
m∑
j=1

aijxj .

若 Km 和 Kn 赋子例 3.1.3 中定义的内积, x ∈ Km,y ∈ Kn, 且

x = (x1, x2, · · · , xm) , y = (x1, x2, · · · , yn) ,

则

〈Tx,y〉 =
n∑

i=1

(
m∑
j=1

aijxj

)
yi =

m∑
j=1

xj

(
n∑

i=1

aijyi

)
= 〈x, T ∗y〉 .

这说明 T ∗y 的第 j 个分量为
∑n

i=1 aijyi. 因此 T ∗ ∈ B (Kn,Km) 对应的矩阵为

B = (aji)m×n ,

即为 A 的共轭转置矩阵.

例 3.4.2 设 a = {ai} ∈ ℓ∞, 若 x ∈ ℓ2, x = {xi}, 定义对角算子

Tax = {aixi} .

易证 Ta ∈ B (ℓ2) 且 ‖Ta‖ = ‖a‖∞. 若 ℓ2 赋予例 3.1.4 中定义的内积, x, y ∈ ℓ2, x = {xi},
y = {yi}, 则

〈Tx, y〉 =
∞∑
i=1

aixiyi =
∞∑
i=1

xi(āiyi) = 〈x, T ∗y〉 .

这说明 T ∗y = {āiyi}. 因此 T ∗ 也是对角算子, 它是由 ā = {āi} 定义的.

下面给出伴随算子的一些基本性质.

定理 3.4.3 设 H1,H2 为 Hilbert 空间, S, T ∈ B (H1,H2) , α ∈ K. 则
(1) (S + T )∗ = S∗ + T ∗;
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(2) (αT )∗ = ᾱT ∗;
(3) (T ∗)

∗
= T ;

(4) ‖T ∗T‖ = ‖TT ∗‖ = ‖T‖2;
(5) T ∗T = 0 当且仅当 T = 0;
(6) 若 H3 为 Hilbert 空间, P ∈ B (H2,H3), 则 (PS)∗ = S∗P ∗.

证明 (1) 若 x ∈ H1, y ∈ H2, 则

〈(S + T )x, y〉2 = 〈Sx+ Tx, y〉2 = 〈x, S∗y〉1 + 〈x, T ∗y〉1
= 〈x, (S∗ + T ∗) y〉1 .

即 (S + T )∗ = S∗ + T ∗.
(2) 若 x ∈ H1, y ∈ H2, 则

〈(αT )x, y〉2 = 〈αTx, y〉2 = α 〈x, T ∗y〉1 = 〈x, (ᾱT ∗) y〉1 .

即 (αT )∗ = ᾱT ∗.
(3) 若 x ∈ H1, y ∈ H2, 则〈

(T ∗)
∗
x, y
〉
2
=
〈
y, (T ∗)

∗
x
〉
2
= 〈T ∗y, x〉1

= 〈x, T ∗y〉1 = 〈Tx, y〉2.

即 (T ∗)
∗
= T .

(4) 若 x ∈ H1, 由 Schwarz 不等式 (3.2), 有

‖Tx‖ = 〈Tx, Tx〉1/22 = 〈x, T ∗Tx〉1/21 ⩽ (‖x‖ ‖T ∗Tx‖)1/2

⩽ ‖T ∗T‖ 1/2‖x‖.

因此, ‖T‖2 ⩽ ‖T ∗T‖. 又由 ‖T ∗‖ = ‖T‖, 有

‖T ∗T‖ ⩽ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2.

因此, ‖T ∗T‖ = ‖T‖2. 由于 (T ∗)
∗
= T , 所以由已证的结论, 得

‖TT ∗‖ =
∥∥(T ∗)

∗
T ∗∥∥ = ‖T ∗‖2 = ‖T‖2.

(5) 直接应用已证的 (4). 即可.
(6) 若 x ∈ H1, y ∈ H3, 则有

〈PSx, y〉3 = 〈Sx, P ∗y〉2 = 〈x, S∗P ∗y〉1 .

因此, (PS)∗ = S∗P ∗.

从定义易见若 IH 为 H 的恒等映射, 则 I∗H = IH . 若 H1,H2 为 Hilbert 空间, T ∈
B (H1,H2) 为一一映射且 T−1 ∈ B (H2,H1), 则

TT−1 = IH2
, T−1T = IH1

.
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应用上一定理, 有 (
T−1

)∗
T ∗ = IH2

, T ∗ (T−1
)∗

= IH1
.

这说明 T ∗ 也为一一映射且

(T ∗)
−1

=
(
T−1

)∗
.

利用伴随算子, 可以刻画 Hilbert 空间之间的等距同构映射.

定理 3.4.4 设 H1,H2 为 Hilbert 空间, T ∈ B (H1,H2) 为一一映射. 则 T 为 (内积空间意
义下的) 等距同构当且仅当

TT ∗ = IH2
, T ∗T = IH1

. (3.21)

证明 若 T 为等距同构, 则任给 x, y ∈ H1, 有

〈Tx, Ty〉2 = 〈x, y〉1.

由伴随算子的定义, 有
〈x, T ∗Ty〉1 = 〈x, y〉1.

由 x, y ∈ H1 的任意性有 T ∗T = IH1
. 由假设 T 为一一映射, 所以 T−1 = T ∗. 由 T 为等距

同构易知 T−1 也为等距同构, 从而若 x, y ∈ H2, 有

〈T ∗x, T ∗y〉1 = 〈x, y〉2,

或等价地, 有
〈TT ∗x, y〉2 = 〈x, y〉2.

由 x, y ∈ H2 的任意性有 TT ∗ = IH2
. 反之, 若

TT ∗ = IH2
, T ∗T = IH1

则任取 x, y ∈ H1, 有
〈Tx, Ty〉2 = 〈x, T ∗Ty〉1 = 〈x, y〉1.

即 T 为等距同构.

满足性质 (3.21) 的算子称为从 H1 到 H2 的酉算子.

习题 3

1. 设 X 为实内积空间, x, y ∈ X. 求证: x ⊥ y 当且仅当勾股定理对 x, y 成立, 即
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2. 举例说明若 X 为复内积空间, 则上述结论一般不成立.

2. 设 X 为内积空间 , x, y, z ∈ X. 证明 Applonius 恒等式:

‖z − x‖2 + ‖z − y‖2 = 1

2
‖x− y‖2 + 2

∥∥∥∥z − 1

2
(x+ y)

∥∥∥∥2 .
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3. 若 X 为有限维线性空间, {e1, e2, · · · , en} 为 X 的 Hamel 基. 求证: X 上的内积由

γij = 〈ei, ej〉 , 1 ⩽ i, j ⩽ n

唯一确定. 问: 能以完全任意方式选取 γij 吗?
4. 设 X 为内积空间 , xn, x ∈ X. 求证: xn → x 当且仅当 ‖xn‖ → ‖x‖, 且 〈xn, x〉 →

〈x, x〉.
5. 设 X 为内积空间 , x, y ∈ X. 求证下述命题相互等价:
(1) x ⊥ y;
(2) 任取 α ∈ K, ‖x+ αy‖ ⩾ ‖x‖;
(3) 任取 α ∈ K, ‖x+ αy‖ = ‖x− αy‖.
6. 设 X 为内积空间, x ∈ X,M ⊂ X 为非空子集, 且 x ⊥ M . 求证: x ⊥ span(M).
7. 设 X 为复内积空间, T : X → X 为线性算子, 且任取 x ∈ X, 〈Tx, x〉 = 0. 求证:

T = 0.
8. H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的闭线性子空间. 求证: M 为 H 上某个非零有界线性

泛函的零空间当且仅当 M⊥ 为 H 的一维线性子空间.
9. 在 Cn 上赋子内积

〈x,y〉 =
n∑

i=1

xiȳi,

其中 x = (x1, x2, · · · , xn) ,y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Cn. 考虑 Cn 的子集

M = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Cn : x1 + x2 + · · ·+ xn = 1} .

求证: M 为完备凸集. 求出 M 中具有最小范数的向量.
10. 设 C[−1, 1] 为 [−1, 1] 上实值连续函数空间, Codd [−1, 1] 为所有 [−1, 1] 上实值连

续奇函数所构成的空间, Ceven[−1, 1] 为所有 [−1, 1] 上实值连续偶函数所构成的空间. 求证:

C[−1, 1] = Codd [−1, 1]⊕ Ceven [−1, 1].

若 C[−1, 1] 上赋予内积

〈x, y〉 =
∫ 1

−1

x(t)y(t)dt,

求证: 上面的直和为正交直和.
11. 证明 M = {{xn} ∈ ℓ2 : 任给 n ⩾ 1, 有 x2n = 0} 为 ℓ2 的闭线性子空间. 求 M⊥.
12. 设 X 为内积空间, M,N ⊂ X 为非空子集. 求证:
(1) 若 M ⊂ N , 则 N⊥ ⊂ M⊥;
(2) 若 M ⊥ N , 则 M ⊂ N⊥, N ⊂ M⊥;
(3) M⊥⋂N⊥ ⊂ (M ∪N)⊥;
(4) M⊥ ∪N⊥ ⊂ (M ∩N)⊥.
13. 设 X 为内积空间, M ⊂ X 为完全集. 求证: M⊥ = {0}.



3.4 Hilbert 空间上有界线性泛函的表示 101

14. 设 H 为 Hilbert 空间, A ∈ B(H), 且存在 C > 0, 使得

C‖x‖2 ⩽ |〈Ax, x〉|, x ∈ H.

求证: A 为一一映射, A−1 ∈ B(H) 且 ‖A−1‖ ⩽ 1
C

.
15. 设 H 为 Hilbert 空间, M 为其闭线性子空间, x ∈ H. 求证:

ρ(x,M) = sup
{
|〈x, y〉| : y ∈ M⊥, ‖y‖ = 1

}
.

16. 设 H 为 Hilbert 空间, M ⊂ H 为非空子集. 求证: M⊥⊥ 为 H 中包含 M 的最小

闭线性子空间, 即若 N 为 H 的闭线性子空间, 且 M ⊂ N , 则必有 M⊥⊥ ⊂ N .
17. 求证: Hilbert 空间 H 的线性子空间 M 为闭集当且仅当 M = M⊥⊥.
18. 求最小值: mina,b,c∈R

∫ 1

−1
|t3 − a− bt− ct2|2 dt.

19. 设 H 为 Hilbert 空间, M 为其线性子空间, Y 为 Banach 空间, T ∈ B(M,Y ). 求
证: 存在 T0 ∈ B(H,Y ), 使得 T0|M = T, ‖T0‖ = ‖T‖.

20. 设 H 为 Hilbert 空间, {en : n ⩾ 1} 和 {fn : n ⩾ 1} 均为 H 的标准正交集, 满足
∞∑

n=1

‖en − fn‖2 < 1,

且 {fn : n ⩾ 1} 为标准正交基. 求证: {en : n ⩾ 1} 也为标准正交基.
21. 在实连续函数空间 C[−1, 1] 上考虑内积

〈x, y〉 =
∫ 1

−1

x(t)y(t)dt.

对 n ⩾ 0, 考虑 xn(t) = tn. 利用 Gram-Schmidt 标准正交化方法将 x0, x1, x2 标准正交化.
22. 设 H 为 Hilbert 空间, {en : n ⩾ 1} 为 H 的标准正交序列, 且

M = span {en : n ⩾ 1} .

x ∈ H. 求证 x ∈ M̄ 当且仅当存在 ai ∈ K, 使得 x =
∑∞

n=1 anen.
23. 设 X 为内积空间, 任取 z ∈ X, 定义 fz(x) = 〈x, z〉, 则有 fz ∈ X ′. 求证: 若映射

z 7→ fz 为从 X 到 X ′ 的满射, 则 X 为 Hilbert 空间.
24. 设 H1,H2 为 Hilbert 空间, T ∈ B (H1,H2). 若 M1 ⊂ H1,M2 ⊂ H2, 使得

T (M1) ⊂ M2, 求证: T ∗ (M⊥
2

)
⊂ M⊥

1 .
25. 在习题 24 中, 设 M1,M2 均为闭线性子空间, 求证: T (M1) ⊂ M2 当且仅当

T ∗ (M⊥
2

)
⊂ M⊥

1 .

26. 设 H 为 Hilbert 空间, T ∈ B(H,H), S = I + TT ∗. 求证: R(S) 为 H 的闭线性子

空间, S 为单射, 且 S−1 ∈ B(R(S),H).
27. 在 Hilbert 空间 ℓ2 上考虑右移算子 T : ℓ2 → ℓ2, 即任取 n ⩾ 1, 有

T (x1, x2, · · · ) = (0, x1, x2, · · · ) .

求伴随算子 T ∗, D (T ∗) , R (T ∗) 及 ‖T ∗‖.
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28. 设 H 为复 Hilbert 空间, T ∈ B(H,H) 称为正规算子, 如果 T ∗T = TT ∗. 求证 T

为正规算子当且仅当任取 x ∈ H, 有 ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ 成立.
29. 设 H 为复 Hilbert 空间, T ∈ B(H) 为正规算子. 求证:

{x ∈ H : Tx = x} = {x ∈ H : T ∗x = x} .



第 4 章 赋范空间中的基本定理

本章包含了赋范空间和 Banach 空间的其他理论基础, 如果没有这些理论, Banach 空
间的理论价值和它在实际问题中的应用都相当有限. 本章将要建立的 Hahn-Banach 定理、
一致有界性原理、开映射定理和闭图像定理是整个泛函分析的基石, 被称为泛函分析的四大
定理.

4.1 Hahn-Banach 定理

Hahn-Banach 定理是关于线性空间上的泛函延拓定理. 在非零赋范空间中它保证了非
零有界线性泛函的存在性. 它无疑是泛函分析这门学科最重要的结果, 它是进一步研究赋范
空间结构的基础, 在数学的其他分支也有十分重要的应用. Hahn-Banach 定理可以保证在
非零赋范空间上有足够多的有界线性泛函, 从而获得足够的对偶空间理论以及完美的伴随
算子理论.
线性空间中的 Hahn-Banach 定理是线性子空间上线性泛函的延拓定理. 我们将要延拓

的线性子空间上的线性泛函将满足一定控制条件, 我们希望在它被延拓到整个线性空间时,
这些控制条件能够保持到整个线性空间上.

定义 4.1.1 设 X 为线性空间, 定义在 X 上的函数

p : X → R

x 7→ p(x)

称为 X 上的次线性泛函, 若
(1) ∀x, y ∈ X, p(x+ y) ⩽ p(x) + p(y);
(2) ∀x ∈ X, a ⩾ 0, p(ax) = ap(x).

我们首先给出实线性空间上的 Hahn-Banach 定理, 复线性空间上的 Hahn-Banach 定
理是建立在实线性空间上的 Hahn-Banach 定理之上的. 所以说下面这个结果是这一节的基
础.

定理 4.1.1 (Hahn-Banach) 设 X 为实线性空间, p 为 X 上的次线性泛函, Z 为 X 的线性

子空间, f ∈ Z∗ 为 Z 上的线性泛函, 设

f(x) ⩽ p(x), x ∈ Z.

则存在 g ∈ X∗, 使得 g|Z = f , 且

g(x) ⩽ p(x), x ∈ X.

103
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证明 记 Y 为 X 的线性子空间, 令

E = {(Y, g) : Z ⊂ Y, g ∈ Y ∗, g|z = f, g(x) ⩽ p(x),∀x ∈ Y }. (4.1)

由于 (Z, f) ∈ E , 所以 E 6= ∅. 若 (Y1, g1) , (Y2, g2) ∈ E , 定义

(Y1, g1) ⩽ (Y2, g2) ⇔ Y1 ⊂ Y2, g2|Y1
= g1.

W =
⋃

(Y,g)∈E1

Y.

则 W 为 X 的线性子空间. 事实上, 若 x, y ∈ W,α, β ∈ R, 则存在 (Y1, g1) , (Y2, g2) ∈
E1, 使得 x ∈ Y1, y ∈ Y2. 由于 E1 为全序的, (Y1, g1) 与 (Y2, g2) 可以比较大小, 不妨设
(Y1, g1) ≼ (Y2 , g2). 此时有 Y1 ⊂ Y2, 从而 x, y ∈ Y2. 由于 Y2 为 X 的线性子空间, 所以
αx+ βy ∈ Y2 ⊂ W . 这就证明了 W 为 X 的线性子空间, 且显然有 Z ⊂ W .

任给 x ∈ W , 存在 (Y, g) ∈ E , 使得 x ∈ Y . 此时令

h(x) = g(x).

由 E 的定义及假设 (Y, g) ∈ E 知 h(x) ⩽ p(x), 且 h|z = f . 下证上式定义的 h(x) 的值

与 (Y, g) 的选取无关. 设 (Y1, g1) ∈ E1, 使得 x ∈ Y1. 由于 E1 为全序的, (Y, g) 与 (Y1, g1)

可以比较大小, 不妨设 (Y1, g1) ⩽ (Y, g). 此时有 Y1 ⊂ Y , 且 g|Y1
= g1. 由于 x ∈ Y1, 故

g(x) = g1(x). 这就证明了 h(x) 的值与 (Y, g) 的选取无关.
下证 h 为 W 上的线性泛函. 设 x, y ∈ W,α, β ∈ R, 存在 (Y1, g1) , (Y2, g2) ∈ E1, 使

得 x ∈ Y1, y ∈ Y2. 由于 E1 为全序的, (Y1, g1) 与 (Y2, g2) 可以比较大小, 不妨设 (Y1, g1) ⩽
(Y2, g2). 此时有 Y1 ⊂ Y2 且 g2|Y1

= g1. 从而 x, y ∈ Y2 且 αx+ βy ∈ Y2. 由 h 的定义有

h(x) = g2(x), h(y) = g2(y),

h(αx+ βy) = g2(αx+ βy).

利用 g2 的线性性质

h(αx+ βy) = g2(αx+ βy) = αg2(x) + βg2(y)

= αh(x) + βh(y).

因此 h 为 W 上的线性泛函. 所以 (W,h) ∈ E .
设 (Y, g) ∈ E , x ∈ Y . 则由 h 的定义 h(x) = g(x), 即 h|Y = g. 又显然有 Y ⊂ W , 所以

(Y, g) ≼ (W,h). 这说明 (W,h) 为 E1 的上界. 我们证明了 E 中任意非空全序子集均有上界,
由 Zorn 引理, E 有极大元, 设为 (Y0, g0).
假设 Y0 & X. 取定 y ∈ Y c

0 , 考虑

V = span (Y0 ∪ {y}) .

则 V 为 X 的线性子空间, Z ⊂ V . 由于 Y0 为 X 的线性子空间, 所以任给 x ∈ V , 存在唯
一的 w ∈ Y0 及 λ ∈ R, 使得 x = w + λy. 在 V 上定义

h(w + λy) = g0(w) + aλ.
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其中的常数 a ∈ R 待定. 显然 h 为 V 上的线性泛函, h|Y0
= g0. 要证 (V, h) ∈ E , 还须证明

可以适当地选取 a ∈ R, 使得

h(w + λy) = g0(w) + aλ ⩽ p(w + λy), w ∈ Y0, λ ∈ R. (4.2)

由于 (Y0, g0) ∈ E , 所以上式当 λ = 0 时显然成立. 因此式 (4.2) 成立当且仅当

g0(w) + aλ ⩽ p(w + λy), w ∈ Y0, λ > 0, (4.3)

g0(w)− aµ ⩽ p(w − µy), w ∈ Y0, µ > 0. (4.4)

利用 p 为次线性泛函, 则式 (4.3) 和式 (4.4) 分别等价于

g0

(w
λ

)
+ a ⩽ p

(w
λ
+ y
)
, w ∈ Y0, λ > 0, (4.5)

g0

(
w

µ

)
− a ⩽ p

(
w

µ
− y

)
, w ∈ Y0, µ > 0. (4.6)

由于 Y0 为线性子空间, 当 w ∈ Y0, λ > 0 时, 总有 w
λ
∈ Y0, 所以式 (4.5) 和式 (4.6) 分别等

价于

g0(w) + a ⩽ p(w + y), w ∈ Y0, (4.7)

g0(w)− a ⩽ p(w − y), w ∈ Y0. (4.8)

而这等价于说可以适当地选取 a ∈ R 使得

g0(w)− p(w − y) ⩽ a ⩽ p(w + y)− g0(w), w ∈ Y0.

这样的 a ∈ R 存在当且仅当

g0 (w1)− p (w1 − y) ⩽ p (w2 + y)− g0 (w2) , w1, w2 ∈ Y0. (4.9)

事实上, 若式 (4.9) 成立, 则

sup
w1∈Y0

(g0 (w1)− p (w1 − y)) ⩽ inf
w2∈Y0

(p (w2 + y)− g0 (w2)) .

因此存在 a ∈ R 满足

sup
w1∈Y0

(g0 (w1)− p (w1 − y)) ⩽ a ⩽ inf
w2∈Y0

(p (w2 + y)− g0 (w2)) .

又式 (4.9) 等价于

g0 (w1) + g0 (w2) ⩽ p (w1 − y) + p (w2 + y) , (w1, w2 ∈ Y0) .

而上式总是成立的, 这是由于 Y0 为 X 的线性子空间, 因此当 w1, w2 ∈ Y0 时, w1 +w2 ∈ Y0,
又由于 (Y0, g0) ∈ E , 所以 g0 (w1 + w2) ⩽ p (w1 + w2), 再利用 p 为次线性泛函这个假设有

g0 (w1) + g0 (w2) = g0 (w1 + w2) ⩽ p (w1 + w2)

= p (w1 − y + w2 + y)

⩽ p (w1 − y) + p (w2 + y) .
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这就证明了可以适当地选取 a ∈ R, 使得式 (4.2) 成立. 因此, (V, h) ∈ E . 由 h 的定义有

(Y0, g0) ≼ (V, h). 但显然 (Y0, g0) 6= (V, h). 这与 (Y0, g0) 的极大性矛盾! 因此有 Y0 = X. 此
时 g0 满足定理结论.

复线性空间上的 Hahn-Banach 定理将建立在已证实线性空间上的 Hahn-Banach 定理
基础上, 因此需要首先研究复线性空间上线性泛函的结构. 设 X 为复线性空间, 令 XR 为

实线性空间 X, 即作为集合 XR 与 X 是等同的, 但 XR 中数乘运算中的纯量 λ 要限制在 R
中, 也就是说在 XR 中仅对 λ ∈ R, x ∈ X, 数乘运算 λx 才有意义. 若 f ∈ X∗, 则

f(x) = f1(x) + if2(x), x ∈ X, (4.10)

其中 f1(x), f2(x) ∈ R 分别为 f(x) 的实部和虚部. 易见 f1, f2 ∈ X∗
R. 若 x ∈ X, 考虑

ix ∈ X, 则有
f(ix) = f1(ix) + if2(ix). (4.11)

另外, f ∈ X∗, 因此 f(ix) = if(x), 所以由式 (4.10) 及式 (4.11) 有

−f2(x) + if1(x) = f1(ix) + if2(ix).

从而 f2(x) = −f1(ix). 因此

f(x) = f1(x)− if1(ix), x ∈ X.

即 f ∈ X∗ 是由其实部 f1 唯一确定的.
反之, 假设 f1 ∈ X∗

R, 令

f(x) = f1(x)− if1(ix), x ∈ X.

下证 f ∈ X∗. 若 x, y ∈ X, 则

f(x+ y) = f1(x+ y)− if1(ix+ iy)

= f1(x) + f1(y)− if1(ix)− if1(iy)

= (f1(x)− if1(ix)) + (f1(y)− if1(iy))

= f(x) + f(y)

若 x ∈ X,λ ∈ C, λ = a+ ib. 则

f(λx) = f1(λx)− if1(iλx)

= f1(ax+ ibx)− if1(−bx+ iax)

= af1(x) + bf1(ix) + ibf1(x)− iaf1(ix)

= (a+ ib)f1(x)− i(a+ ib)f1(ix)

= λf(x).

这就证明了 f ∈ X∗. 因此我们有如下结论.
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引理 4.1.1 设 X 为复线性空间, f ∈ X∗. 则 Re f ∈ X∗
R, 且任取 x ∈ X 有 Im f(x) =

−Re f(ix). 反之, 任给 f1 ∈ X∗
R, 若取 f(x) = f1(x)− if1(ix), 则 f ∈ X∗.

一般线性空间中的 Hahn-Banach 定理要求控制函数 p 是 X 上的半范数, 它强于 p 为

次线性泛函这个假设.

定义 4.1.2 设 X 为线性空间, X 上的函数

p : X → R

x 7→ p(x)

称为 X 上的半范数, 简称为半范, 若
(1) ∀x ∈ X, p(x) ⩾ 0;
(2) ∀x, y ∈ X, p(x+ y) ⩽ p(x) + p(y);
(3) ∀x ∈ X, a ∈ K, p(ax) = |a|p(x).

若 p 为 X 上的半范数, 在上述定义中取 λ = 0, 则有 p(0) = 0. 但可能存在 x ∈ X,
x 6= 0, 但 p(x) = 0. 这是半范数与范数的唯一区别.

定理 4.1.2 (Hahn-Banach) 设 X 为线性空间, p 为 X 上的半范数, Z 为 X 的线性子空间,
f ∈ Z∗, 使得

|f(x)| ⩽ p(x), x ∈ Z.

则存在 g ∈ X∗, g|z = f , 且
|g(x)| ⩽ p(x), x ∈ X.

证明 首先考虑 K = R 情形. 由于 p 为 X 上的半范数, 所以 p 为 X 上的次线性泛函. 显
然有

f(x) ⩽ |f(x)| ⩽ p(x), x ∈ Z.

由定理 4.1.1, 存在 g ∈ X∗, 使得 g|z = f , 且

g(x) ⩽ p(x), x ∈ X.

另外, 若 x ∈ X, 利用上式及 p 为半范数这个假设, 有

−g(x) = g(−x) ⩽ p(−x) = p((−1)x) = p(x).

因此

|g(x)| ⩽ p(x), x ∈ X.

这就完成了 X 为实线性空间情形的证明.
若 K = C, 即 X 为复线性空间. 由假设 f ∈ Z∗, f 可以分解为实部和虚部之和:

f(x) = f1(x) + if2(x), x ∈ Z.

由引理 4.1.1 有 f2(x) = −f1(ix) 且 f1 ∈ Z∗
R. 另外, 任取 x ∈ Z, 有

f1(x) ⩽ |f(x)| ⩽ p(x).
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由定理 4.1.1, 存在 g1 ∈ X∗
R, 使得 g1|z = f1, 且

g1(x) ⩽ p(x), x ∈ X. (4.12)

令

g(x) = g1(x)− igg1(ix), x ∈ X.

则由引理 4.1.1 知 g ∈ X∗. 若 x ∈ Z, 则 g1(x) = f1(x), g1(ix) = f1(ix), 因此

g(x) = g1(x)− ig1(ix) = f1(x)− if1(ix) = f(x).

即 g|z = f . 若 x ∈ X, 则存在 θ ∈ [0, 2π], 使得 g(x) = |g(x)|eiθ. 利用 g 的线性性质及式

(4.12), 有
|g(x)| = e−iθg(x) = g

(
e−iθx

)
= g1

(
e−iθx

)
⩽ p

(
e−iθx

)
= p(x).

Hahn-Banach 定理最重要的应用是在 X 为赋范空间情形, 此时我们有下述有界线性泛
函的保范延拓定理.

定理 4.1.3 (Hahn-Banach) 设 X 为赋范空间, Z 为 X 的线性子空间, f ∈ Z ′. 则存在
g ∈ X ′, g|z = f , 且 ‖g‖ = ‖f‖.

证明 定义

p(x) = ‖f‖‖x‖, x ∈ X.

则 p 为 X 上的半范数. 且

|f(x)| ⩽ ‖f‖‖x‖ = p(x), x ∈ Z.

由定理 4.1.2, 存在 g ∈ X∗, 使得 g|z = f , 且

|g(x)| ⩽ p(x), x ∈ X.

而上式意味着

|g(x)| ⩽ ‖f‖‖x‖, x ∈ X.

因此 g ∈ X ′, 且 ‖g‖ ⩽ ‖f‖. 又由于 g|z = f , 所以

‖g‖ = sup
x∈X,∥x∥⩽1

|g(x)| ⩾ sup
x∈Z,∥x∥⩽1

|g(x)|

= sup
x∈Z,∥x∥⩽1

|f(x)| = ‖f‖

所以 ‖g‖ = ‖f‖.
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可以毫不夸张地说, 上面证明的这个 Hahn-Banach 定理是泛函分析中最重要的定理,
许多泛函分析中的重要结论都要建立在这个定理基础之上. 许多泛函分析在实际中的应用
也是基于这个结果.
若 H 为 Hilbert 空间, Z 为 H 的闭线性子空间. 若 f ∈ Z ′, 则由定理 3.4.1, 存在唯一

的 z0 ∈ Z, 使得 f(x) = 〈x, z0〉. 此时令

g(x) = 〈x, z0〉 , x ∈ H.

则 g ∈ H ′, g|z = f , 且 ‖g‖ = ‖f‖ = ‖z0‖. 因此 g 满足定理 4.1.3 结论. 在 Hilbert 空间情
形, 我们还有保范延拓 g 的唯一性. 设 g1 ∈ H ′, 使得 g1|z = f , 且

‖g1‖ = ‖f‖ = ‖z0‖ .

由定理 3.4.1, 存在 z1 ∈ H, 使得

g1(x) = 〈x, z1〉 , x ∈ H.

此时有 ‖z1‖ = ‖g1‖ = ‖z0‖. 任取 x ∈ Z, 有

〈x, z0 − z1〉 = g0(x)− g1(x) = f(x)− f(x) = 0.

从而 z0 − z1 ∈ Z⊥. 由于 z0 ∈ Z, 由勾股定理, 得

‖z1‖2 = ‖z0 + (z1 − z0)‖2 = ‖z0‖2 + ‖z1 − z0‖2 .

由于 ‖z0‖ = ‖z1‖, 故 ‖z1 − z0‖ = 0, 即 z1 = z0. 因此 g1 = g.

定理 4.1.4 (Hahn-Banach) 设 X 为赋范空间, x0 ∈ X,x0 6= 0. 则存在 f ∈ X ′, ‖f‖ = 1, 且
f (x0) = ‖x0‖.

证明 考虑 X 的一维子空间

Z = Kx0 = {λx0 : λ ∈ K} .

任取 λ ∈ K, 令 h (λx0) = λ ‖x0‖. 则显然 h ∈ Z∗. 又

|h (λx0)| = |λ| ‖x0‖ = ‖λx0‖ .

因此 h ∈ Z ′, 且 ‖h‖ = 1. 由定理 4.1.3, 存在 f ∈ X ′, 使得

f |z = h, ‖f‖ = ‖h‖ = 1.

由于 x0 ∈ Z 及 f |z = h, 所以 f (x0) = h (x0) = ‖x0‖.

定理 4.1.4 说明若 X 为非零赋范空间, 则 X ′ 6= {0}. 进一步地, 任取 x, y ∈ X,x 6= y,
则 x− y 6= 0, 由定理 4.1.4, 存在 f ∈ X ′, ‖f‖ = 1, 且 f(x− y) = ‖x− y‖ 6= 0, 因此 f(x) 6=
f(y). 即 X ′ 中的元素可以分离 X 中的元素. 换一种说法, 若 x0 ∈ X, 则 x0 = 0 当且仅当

任取 f ∈ X ′, 有 f (x0) = 0. 我们以后会经常利用这个判据来验证赋范空间中某个元素为零
元素.
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推论 4.1.1 设 X 为非零赋范空间, x0 ∈ X. 则

‖x0‖ = max
f∈X′,f ̸=0

|f (x0)|
‖f‖

= max
f∈X′,∥f∥⩽1

|f (x0)| .

证明 若 x0 = 0, 则要证结论显然成立. 下设 x0 6= 0. 任给 f ∈ X ′, f 6= 0, 有

|f (x0)| ⩽ ‖f‖ ‖x0‖ .

因此
|f (x0)|
‖f‖

⩽ ‖x0‖ .

所以

sup
f∈X′,f ̸=0

|f (x0)|
‖f‖

⩽ ‖x0‖ .

另外, 由定理 4.1.4, 存在 f ∈ X ′, ‖f‖ = 1, 且 f (x0) = ‖x0‖. 此时有 |f(x0)|
∥f∥ = ‖x0‖. 因

此

sup
f∈X′,f ̸=0

|f (x0)|
‖f‖

⩾ ‖x0‖ .

从而

‖x0‖ = sup
f∈X′,f ̸=0

|f (x0)|
‖f‖

.

又由于上式中的上确界可以达到, 故

‖x0‖ = max
f∈X′,f ̸=0

|f (x0)|
‖f‖

.

从以上的证明过程知

‖x0‖ = max
f∈X′,∥f∥⩽1

|f (x0)| .

Hahn-Banach 定理的一个重要应用是用来研究有界线性算子的共轭算子. 设 X,Y 为

赋范空间, T ∈ B(X,Y ) 为有界线性算子, 若 f ∈ Y ′, 则有下图

X
T−→ Y

f−→ K.

由于有界线性算子的复合算子还为有界线性算子, 所以 f◦T ∈ X ′. 因此可以考虑映射

T ∗ : Y ′ → X ′

f 7→ f ◦ T.

即

T ∗(f)(x) := f(Tx), f ∈ Y ′, x ∈ X. (4.13)

T ∗ 称为 T 的共轭算子. 下面这个定理给出了共轭算子 T ∗ 的一些基本性质.
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定理 4.1.5 设 X,Y 为赋范空间, T ∈ B(X,Y ). 则 T ∗ 为线性算子且 T ∗ ∈ B (Y ′, X ′), 进一
步地有

‖T ∗‖ = ‖T‖.

证明 设 f, g ∈ Y ′, α, β ∈ K. 若 x ∈ X, 则

T ∗(αf + βg)(x) = (αf + βg)(Tx)

= αf(Tx) + βg(Tx)

= (αT ∗f + βT ∗g) (x).

这说明 T ∗(αf + βg) = αT ∗f + βT ∗g. 即 T ∗ 为线性算子. 若 f ∈ Y ′, x ∈ X, 有

|T ∗(f)(x)| = |f(Tx)| ⩽ ‖f‖‖T‖‖x‖.

因此 ‖T ∗f‖ ⩽ ‖T‖‖f‖. 这说明 T ∗ ∈ B (Y ′, X ′), 且

‖T ∗‖ ⩽ ‖T‖. (4.14)

另外, 若 x ∈ X, 则 Tx ∈ Y . 由定理 4.1.4, 存在 f ∈ Y ′, ‖f‖ = 1, 使得 f(Tx) = ‖Tx‖. 此
时有

‖Tx‖ = f(Tx) = T ∗(f)(x) ⩽ ‖T ∗f‖ ‖x‖

⩽ ‖T ∗‖ ‖f‖‖x‖

= ‖T ∗‖ ‖x‖.

所以 ‖T‖ ⩽ ‖T ∗‖. 由式 (4.14) 有 ‖T ∗‖ = ‖T‖.

例 4.1.1 设 T : Km → Kn 为线性算子, Km 和 Kn 上赋予例 2.1.1 中定义的范数 ‖ - ‖2. 若
1 ⩽ i ⩽ n, 取 ei 为 Kn 中第 i 个坐标为 1 , 其余坐标均为 0 的向量. 若 1 ⩽ j ⩽ m, 取 fj

为 Km 中第 j 项为 1 , 其余项为 0 的向量. 则 T 在基底

f1, f2, · · · , fm; e1, e2, · · · , en

下可以由一个矩阵 A = (aij)n×m 来表示: 即若 x ∈ Km,

x = (x1, x2, · · · , xm) ,

则 Tx ∈ Kn 的第 i 个分量为设 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn 为 e1, e2, · · · , en 的对偶基, 即 ϕi ∈ (Kn)
′,

ϕi (ej) = δij =

0, i 6= j,

1, i = j.

相应地, 设 φ1, φ2, · · · , φm 为 f1, f2, · · · , fm 的对偶基. 则算子 T ∗ 在基底

ϕ1,ϕ2, · · · ,ϕn; φ1, φ2, · · · , φm

下可以视为从 Kn 到 Km 中的映射, 设其在上述基底下对应的矩阵为

B = (bij)m×n .
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任取 g ∈ (Kn)
′, 存在唯一的 α1, α2, · · · , αn ∈ K, 使得

g = α1ϕ1 + α2ϕ2 + · · ·+ αnϕn.

若 x ∈ Km,x = (x1, x2, · · · , xm), 则

x = x1f1 + x2f2 + · · ·+ xmfm.

由共轭算子的定义 (4.13), 得

T ∗(g)(x) = g(Tx) =
n∑

i=1

αi

(
m∑
j=1

aijxj

)
=

m∑
j=1

(
n∑

i=1

αiaij

)
xj .

因此

T ∗(g) =
m∑
j=1

(
n∑

i=1

αiaij

)
φj ,

所以有 bij = aji. 即 B 为 A 的转置矩阵.

定理 4.1.6 设 X,Y 为赋范空间, S, T ∈ B(X,Y ), a ∈ K. 则
(1) (S + T )∗ = S∗ + T ∗;
(2) (aS)∗ = aS∗;
(3) 若 Z 也为赋范空间, P ∈ B(Y, Z), 则 (PS)∗ = S∗P ∗.

证明 (1) 若 f ∈ Y ′, x ∈ X, 则

(S + T )∗(f)(x) = f((S + T )x) = f(Sx+ Tx)

= f(Sx) + f(Tx)

= T ∗(f)(x) + S∗(f)(x)

这说明

(S + T )∗(f) = T ∗(f) + S∗(f).

因此有 (S + T )∗ = S∗ + T ∗.
(2) 若 f ∈ Y ′, x ∈ X, 则

(aS)∗(f)(x) = f((aS)x) = f(aSx)

= af(Sx) = aS∗(f)(x).

这说明

(aS)∗(f) = aS∗(f).

因此有 (aS)∗ = aS∗.
(3) 若 f ∈ Z ′, x ∈ X, 则

(PS)∗(f)(x) = f((PS)x) = f(P (Sx))

= P ∗(f)(Sx) = (S∗P ∗) (f)(x).

即(PS)∗(f) = (S∗P ∗) (f). 从而(PS)∗ = S∗P ∗.
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注 4.1.1 (1) 从定理 4.1.6 易见映射

B(X,Y ) → B (Y ′, X ′)

T 7→ T ∗

为线性算子.
(2) 若 H1,H2 为 Hilbert 空间, T ∈ B (H1,H2). 则 T 的伴随算子 T ∗ ∈ B (H2,H1). 此

处我们定义了 T 的共轭算子 T ∗ ∈ B (H ′
2,H

′
1). 这两个算子的记号是一样的, 但这不会产生

混淆. 事实上这两个算子的定义域和值域都是不一样的. 我们用同一个记号来表示这两个
不同算子也是有一定依据的. 由定理 3.4.1, 任给 f ∈ H ′

1, 存在唯一的 A1f ∈ H1, 使得

f(x) = 〈x,A1f〉 , x ∈ H1.

因此可以考虑映射

A1 : H
′
1 → H1

f 7→ A1f.

A1 为共轭线性算子, A1 为一一映射且为等距, 即 ‖A1f‖ = ‖f‖. 类似地可以引入从 H ′
2 到

H2 的映射 A2. 则图 4.1 是交换的.

H ′
2 H ′

1

H2 H1

T∗

A2 A1

T∗

图 4.1: 交换图.

即任给 f ∈ H ′
2, 有

A1 (T
∗(f)) = T ∗ (A2(f)) .

事实上, 任取 x ∈ H1, 有

〈x,A1 (T
∗(f))〉1 = (T ∗(f)) (x) = f(Tx),

〈x, T ∗ (A2(f))〉1 = 〈Tx,A2(f)〉2 = f(Tx).

因此

〈x,A1 (T
∗(f))〉1 = 〈x, T ∗ (A2(f))〉1 .

由 x ∈ H1 的任意性有 A1 (T
∗(f)) = T ∗ (A2(f)).

下面我们来研究赋范空间的两次对偶空间 X ′′ 及赋范空间 X 到其两次对偶空间 X ′′ 的

典范映射. 设 X 为赋范空间, X ′ 为其对偶空间, 记 X ′′ 为 X ′ 的对偶空间, 即 X ′′ = (X ′)
′.

若 x ∈ X, 令
gx(f) = f(x), f ∈ X ′.



114 第 4 章 赋范空间中的基本定理

若 f1, f2 ∈ X ′, α, β ∈ K, 则

gx (αf1 + βf2) = (αf1 + βf2) (x)

= αf1(x) + βf2(x)

= αgx (f1) + βgx (f2) .

因此 gx 为 X ′ 上的线性泛函. 又

|gx(f)| = |f(x)| ⩽ ‖x‖‖f‖,

故 gx ∈ X ′′, 且 ‖gx‖ ⩽ ‖x‖. 又由 Hahn-Banach 定理, 存在

f ∈ X ′, ‖f‖ = 1, f(x) = ‖x‖.

所以 ‖gx‖ ⩾ ‖x‖. 因此有 ‖gx‖ = ‖x‖.
考虑映射

J : X → X ′′

x 7−→ gx

J 称为 X 到 X ′′ 的典范映射. 若 x, y ∈ X,α, β ∈ K. 任给 f ∈ X ′, 有

gαx+βy(f) = f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

= αgx(f) + βgy(f) = (αgx + βgy) (f)

即

J(αx+ βy) = αJ(x) + βJ(y).

因此 J 为线性算子. 由于 ‖gx‖ = ‖x‖, 所以 ‖J(x)‖ = ‖x‖. 这说明 J 是从 X 到 J(X) 的等

距同构. 在上述典范映射意义下, 我们将视 X 为 X ′′ 的赋范子空间. 由于典范映射为保范
映射, 所以很多在 X 中的范数估计问题通过典范映射可以自然地转化成 X ′′ 中的范数估计

问题, 而一般来讲 X ′′ 中的问题相对简单一些, 可用的工具也多一些, 因为 X ′′ 总为 Banach
空间. 这一点我们在本章第 3 节讨论赋范空间中序列的弱收敛性及第 5 章第 1 节有界线性
算子的谱论时要用到.
若 X,Y 为赋范空间, T ∈ B(X,Y ). 则 T ∗ ∈ B (Y ′, X ′), T ∗∗ ∈ B (X ′′, Y ′′). 如果通过

典范映射 JX 将 X 视为 X ′′ 的赋范子空间, 通过典范映射 JY 将 Y 视为 Y ′′ 的赋范子空间,
则 T ∗∗ 为 T 的延拓, 即图 4.2 是交换的.

X Y

X ′′ Y ′′

T

JX JY

T∗∗

图 4.2: 交换图.
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为此仅需证任取 x ∈ X, 有 JY (Tx) = T ∗∗ (JX(x)). 若 f ∈ Y ′, 利用共轭算子的定义
(4.13) 有

T ∗∗ (JX(x)) (f) = (T ∗)
∗
(JX(x)) (f) = JX(x) (T ∗f)

= (T ∗(f)) (x) = f(Tx)

= JY (Tx)(f)

所以 JY (Tx) = T ∗∗ (JX(x)).
典范映射 J 一般不为满射. 称 X 为自反空间, 若 J 为满射. 因此 X 为自反空间当且

仅当任给 F ∈ X ′′, 存在 x ∈ X, 使得任取 f ∈ X ′, 有 F (f) = f(x). 若 X 为自反的, 则 X

与 X ′′ 等距同构, 由于 X ′′ 为 Banach 空间, 所以 X 必为 Banach 空间.

例 4.1.2 设 H 为 Hilbert 空间, 由定理 3.4.1, 任给 f ∈ H ′, 存在唯一的 Af ∈ H, 使得

f(x) = 〈x,Af〉, x ∈ H.

映射

A : H ′ → H

f 7→ f

为共轭线性算子, 且 ‖Af‖ = ‖f‖. 若 f, g ∈ H ′, 令

〈f, g〉1 = 〈Ag,Af〉.

下证 〈··〉1 为 H ′ 上的内积. 任取 f1, f2, g ∈ H ′, α, β ∈ K, 有

〈αf1 + βf2, g〉1 = 〈Ag,A (αf1 + βf2)〉

=
〈
Ag, ᾱAf1 + β̄Af2

〉
= α 〈Ag,Af1〉+ β 〈Ag,Af2〉

= α 〈f1, g〉1 + β 〈f2, g〉1

若 f, g ∈ H ′, 有
〈f, g〉1 = 〈Ag,Af〉 = 〈Af,Ag〉 = 〈g, f〉1.

〈f, f〉1 = 0 ⇔ 〈Af,Af〉 = 0 ⇔ Af = 0 ⇔ f = 0.

又显然有 〈f, f〉1 ⩾ 0 且这就证明了 〈·, ·〉1 为 H ′ 上的内积. 其在 H ′ 上诱导出来的范数为

〈f, f〉1/21 = 〈Af,Af〉1/2 = ‖Af‖ = ‖f‖,

即为 H ′ 上固有的范数, 这说明 H ′ 为 Hilbert 空间.
任取 F ∈ H ′′, 由定理 3.4.1, 存在 f0 ∈ H ′, 使得

F (f) = 〈f, f0〉1 , f ∈ H ′.

由 〈·, ·〉1 的定义, 有
〈f, f0〉1 = 〈Af0, Af〉 = f (Af0) .

因此任取 f ∈ H ′, 有 F (f) = f (Af0). 这就证明了 H 为自反空间.
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例 4.1.3 设 1 < p < ∞, q 为其共轭指数, 1
p
+ 1

q
= 1. 由例 2.5.7, 任给 y = (yi)i⩾1 ∈ ℓq, y 可

以自然地定义一个 ℓp 上的有界线性泛函 ϕ(y):

ϕ(y)(x) =
∞∑
i=1

yixi, x = {xi} ∈ ℓp. (4.15)

此时映射

ϕ : ℓq → (ℓp)
′

为等距同构. 设 F ∈ (ℓp)
′′, 即

ℓq
ϕ−→ (ℓp)

′ F−→ K.

由于有界线性算子的复合算子仍为有界线性算子, 所以 F ◦ ϕ ∈ (ℓq)
′. 由例 2.5.7, 存在唯一

的 x = {xi} ∈ ℓp, 使得

F (ϕ(y)) =

∞∑
i=1

yixi, y = {yi} ∈ ℓq.

利用映射 ϕ 的定义 (4.15) 有

F (ϕ(y)) = ϕ(y)(x), y = {yi} ∈ ℓq.

由于 ϕ 为满射, 所以任取 f ∈ (ℓp)
′
有

F (f) = f(x).

这就证明了 ℓp 的自反性.

例 4.1.4 设 X 为有限维赋范空间, dim(X) = n < ∞. 由定理 2.4.3 及例 2.5.3, X ′ = X∗

且 dim (X ′) = n. 因此也有 dim (X ′′) = n. 典范映射 J : X → X ′′ 为线性算子满足

‖Jx‖ = ‖x‖, 因此 J 为单射. 由于 dim(X) = dim (X ′′) = n, J 必为满射. 从而 X 是自反空

间.

例 4.1.5 c0 不是自反空间. 事实上, 假设 c0 为自反的, 则 c0 与 c′′0 等距同构. 由于 c0 为可

分的, 从而 c′′0 必为可分的. 但由例 2.5.5 知 c′0 = ℓ1, 由例 2.5.6 有 (ℓ1)
′
= ℓ∞, 而 ℓ∞ 不为可

分的, 矛盾! 因此 c0 不是自反空间.

为了进一步地研究一些具体赋范空间的自反性, 我们需要证明下述定理, 以后会经常用
到这个结果.

定理 4.1.7 设 X 为赋范空间, Y 为 X 的闭线性子空间, Y & X,x0 ∈ Y c, 令

δ = ρ (x0, Y ) = inf
y∈Y

‖x0 − y‖ .

则存在 f ∈ X ′, 使得 ‖f‖ = 1, f |Y = 0, f (x0) = δ.

证明 首先来证明 δ > 0. 若不然, δ = 0, 则存在 yn ∈ Y , 使得 ‖x0 − yn‖ → 0. 这说明
yn → x0. 由于 yn ∈ Y 且由假设 Y 为闭集, 因此应用定理 1.3.2 有 x0 ∈ Y , 矛盾! Y 为 X

的线性子空间, 所以 0 ∈ Y , 因此 x0 6= 0. 考虑

Z = span (Y ∪ {x0}) .
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则 Z 为 X 的线性子空间, 且任取 x ∈ Z, 存在唯一的 y ∈ Y 及 λ ∈ K, 使得 x = y + λx0.
在 Z 上定义 h (y + λx0) = λδ.h 显然是 Z 上的线性泛函, h (x0) = δ, h|Y = 0. 又 Y 为 X

的线性子空间, 所以若 λ 6= 0, 有

|h (y + λx0)| = |λ|δ = |λ| inf
z∈Y

‖x0 − z |

= |λ| inf
z∈Y

‖x0 + z |

⩽ |λ|
∥∥∥x0 +

y

λ

∥∥∥
= ‖y + λx0‖ .

若 λ = 0, 上式显然成立. 从而 h ∈ Z ′ 且 ‖h‖ ⩽ 1. 存在 yn ∈ Y , 使得 δn = ‖x0 − yn‖ → δ.
由 h 的定义有 h (x0 − yn) = δ, 因此

‖h‖ ⩾ h (x0 − yn)

‖x0 − yn‖
=

δ

δn
→ 1.

所以 ‖h‖ = 1. 由定理 4.1.3 知存在 f ∈ x′ 使得 ‖f‖ = ‖h‖ = 1, f |z = h. 我们有
f (x0) = h (x0) = δ, 且任取 y ∈ Y, f(y) = h(y) = 0, 即 f |Y = 0.

推论 4.1.2 设 X 为赋范空间, X ′ 为可分空间. 则 X 为可分空间.

证明 考虑 X ′ 的单位球面

M = {f ∈ X ′ : ‖f‖ = 1} .

由于 X ′ 为可分空间, 由定理 1.2.7,M 也为可分度量空间. 设 {fn : n ⩾ 1} ⊂ M 在 M 中稠

密. 任给 n ⩾ 1, 存在 xn ∈ X, ‖xn‖ = 1, fn (xn) ⩾ 1
2
. 令

Y = span {x1, x2, · · · }.

下证 Y = X. 若不然, 则 Y & X. 由假设 Y 为 X 的闭线性子空间, 若 x0 ∈ Y c, 则

δ = ρ (x0, Y ) > 0.

由上一定理, 存在 f ∈ X ′, ‖f‖ = 1, f |Y = 0, f (x0) = δ. 因此 f ∈ M . 由于 f |Y = 0, 所以
f (xn) = 0. 任取 n ⩾ 1, 成立

1

2
⩽ |fn (xn)| ⩽ |fn (xn)− f (xn)|

⩽ ‖fn − f‖ ‖xn‖ = ‖fn − f‖ .

这与 {fn : n ⩾ 1} 在 M 中的稠密性假设矛盾. 所以

span {x1, x2, · · · } = X.

若 K = R, 设

W =

{
n∑

i=1

aixi : n ⩾ 1, ai ∈ Q

}
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任取 x ∈ X, ε > 0, 存在 y ∈ span {x1, x2, · · · }, 使得 ‖x − y‖ < ε
2
, 设 y =

∑n
i=1 aixi, 其中

ai ∈ R. 由 Q 在 R 中的稠密性, 存在 bi ∈ Q, 使得∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aixi −
n∑

i=1

bixi

∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

我们有
∑n

i=1 bixi ∈ W , 且∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

bixi

∥∥∥∥∥ ⩽
∥∥∥∥∥x−

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi −
n∑

i=1

bixi

∥∥∥∥∥
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

从而 W 在 X 中稠密. 若 n ⩾ 1, 考虑

Wn =

{
n∑

i=1

aixi : ai ∈ Q

}
.

则 Wn 与 Qn 等势, 因此 Wn 为可数集. 所以 W =
⋃∞

n=1 Wn 为可数集. 因此 X 为可分空

间. 类似可以给出 K = C 情形的证明.

例 4.1.6 若 a < b, 则 C[a, b] 不是自反空间. 为此我们首先证明 C[a, b]′ 不为可分空间. 对
于 t ∈ [a, b], 考虑 C[a, b] 上的线性泛函 δt :

δt(x) = x(t), x ∈ C[a, b].

易证 δt ∈ C[a, b]′, 且 ‖δt‖ = 1. 若 t1 6= t2, 则 ‖δt1 − δt2‖ = 2. 事实上由 ‖δt‖ = 1

知 ‖δt1 − δt2‖ ⩽ 2. 又显然存在连续函数 x, 使得 ‖x‖ = 1, x (t1) = 1, x (t2) = −1, 此时有
(δt1 − δt2) (x) = 2, 从而 ‖δt1 − δt2‖ ⩾ 2. 于是 ‖δt1 − δt2‖ = 2.
若 M 为 C[a, b]′ 的稠密子集, 则任取 t ∈ [a, b], 存在 ft ∈ M , 使得 ‖δt − ft‖ < 1

2
. 若

t1, t2 ∈ [a, b], t1 6= t2, 假设 ft1 = ft2 , 则

2 = ‖δt1 − δt2‖ ⩽ ‖δt1 − ft1‖+ ‖ft2 − δt2‖ <
1

2
+

1

2
= 1.

矛盾! 因此若 t1, t2 ∈ [a, b], t1 6= t2, 则必有 ft1 6= ft2 . 考虑映射

ϕ : [a, b] → M

t 7→ ft.

由上面的讨论知 ϕ 为单射. 又 [a, b] 为不可数集, 所以 M 也为不可数集. 这样证明了
C[a, b]′ 的任意稠密子集都是不可数集, 所以 C[a, b]′ 不为可分空间. 假设 C[a, b] 为自反的,
则 C[a, b] 与 C[a, b]′′ 等距同构. 由于 C[a, b] 为可分的, 从而 C[a, b]′′ 必为可分的. 由推论
4.1.2 知 C[a, b]′ 为可分的. 矛盾! 因此 C[a, b] 不是自反空间.

例 4.1.7 ℓ1 不为自反空间. 事实上, 假设 ℓ1 为自反空间, 由于 (ℓ1)
′
= ℓ∞, 再利用 ℓ1 的可

分性, (ℓ∞)
′
必为可分空间. 由推论 4.1.2, 这可以导出 ℓ∞ 的可分性, 矛盾! 因此 ℓ1 不为自

反空间.
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空间 ℓ∞ 也不是自反空间, 这个结果的证明较复杂, 要用到自反空间的闭子空间均为自
反的这个结果.
利用 Hahn-Banach 泛函延拓定理, 还可以给出 C[a, b] 对偶空间的表示. 为此我们引入

闭区间上连续函数 Riemann-Stieltjes 积分的概念.
设 a < b, 函数 ω : [a, b] → K 称为有界变差函数, 如果存在常数 C ⩾ 0, 使得任取 [a, b]

的分划

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b,

都有
n∑

i=1

|ω (ti)− ω (ti−1)| ⩽ C.

记所有 [a, b] 上有界变差函数构成的集合为 BV [a, b].
若 ω ∈ BV [a, b], a ⩽ s ⩽ b, 定义 ω 在区间 [a, s] 上的全变差为

Var[a,s](ω) = sup
n∑

i=1

|ω (ti)− ω (ti−1)| ,

其中的上确界是对所有 [a, s] 的分划来取的. 容易证明若 ω 为 [a, b] 上的单调函数, 则
ω ∈ BV [a, b], 且此时有

Var[a,b](ω) = |ω(b)− ω(a)|.

若 a ⩽ s1 < s2 ⩽ b, 设 a = t0 < t2 < · · · < tn = s1 为 [a, s1] 的分划, s1 = t′0 < t′1 <

· · · < t′m = s2 为 [s1, s2] 的分划, 则

a = t0 < · · · < tn < t′1 < · · · < t′m = s2

为 [a, s2] 的分划. 因此
n∑

i=1

|ω (ti)− ω (ti−1)|+
m∑
j=1

∣∣ω (t′j)− ω
(
t′j−1

)∣∣ ⩽ Var[a,s2](ω).

所以

Var[a,s1](ω) + Var[s1,s2](ω) ⩽ Var[a,s2](ω).

另外, 若 a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = s2 为 [a, s2] 的分划, 不妨设 s1 已经是这个分划的

某个分点 ti0 (不然的话可以将 s1 加人到分点中). 则 a = t0 < t1 < t2 < · · · < ti0 = s1 为

[a, s1] 的分划, s1 = ti0 < ti0+1 < · · · < tn = s2 为 [s1, s2] 的分划. 因此

i0∑
i=1

|ω (ti)− ω (ti−1)|+
n∑

i=i0+1

|ω (ti)− ω (ti−1)|

⩽ Var[a,s1](ω) + Var[s1,s2](ω).

所以有

Var[a,s2](ω) ⩽ Var[a,s1](ω) + Var[s1,s2](ω).
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从而

Var[a,s2](ω) = Var[a,s1](ω) + Var[s1,s2](ω). (4.16)

若 ω ∈ BV [a, b], 考虑函数 ϕω(t) = Var[a,t](ω). 则 ϕω 为 [a, b] 上的单调递增函数.
φ = ϕω − ω 也是 [a, b] 上的单调递增函数, 事实上, 若 a ⩽ t1 < t2 ⩽ b, 则由式 (4.16), 有

φ (t2)− φ (t1) = (ϕω − ω) (t2)− (ϕω − ω) (t1)

= (ϕω (t2)− ϕω (t1))− (ω (t1)− ω (t2))

⩾ Var[t1,t2](ω)− |ω (t2)− ω (t1)| ⩾ 0.

这说明 ω = ϕω − (ϕω − ω) 为两个单调递增函数的差. 由于单调函数在任意点均有左极限和
右极限, 因此 ω 在任意点也有左极限和右极限, 即任取 a ⩽ t0 ⩽ b,

ω
(
t+0
)
= lim

t>t0,t→t0
ω(t), ω

(
t−0
)
= lim

t<t0,t→t0
ω(t)

都存在.
若 ω ∈ BV [a, b], 定义

‖ω‖bv = Var[a,b](ω) + |ω(a)|.

则易证 ‖·‖bo为BV [a, b]上的范数,且BV [a, b]为 Banach空间. 设 x ∈ C[a, b], ω ∈ BV [a, b].
若 P 为 [a, b] 的分划, 其分点为

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b.

令

S(x, ω, P ) =
n∑

i=1

x (ti−1) (ω (ti)− ω (ti−1))

为 x 关于有界变差函数 ω 和分划 P 的 Darboux 和. 记

η(P ) = max
1⩽i⩽n

(ti − ti−1)

为分划 P 的参数. 若存在 a ∈ K, 使得任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 只要 η(P ) < δ, 就有

|a− S(x, ω, P )| < ε,

则称 x 关于有界变差函数 ω 是 Riemann-Stieltjes 可积函数, a 称为 x 关于 ω 的 Riemann-
Stieltjes 积分, 记为

a =

∫ b

a

x(t)dω(t).

当 ω(t) = t 时, 上面定义的 Riemann-Stieltjes 积分就是通常的 Riemann 积分. 利用闭
区间上连续函数的一致连续性, 可以证明任取 x ∈ C[a, b], ω ∈ BV [a, b], x 关于 ω 总是
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Riemann-Stieltjes 可积函数. 另外, Riemann-Stieltjes 积分关于 x 和 ω 都是线性的, 即若
x, y ∈ C[a, b], ω, ρ ∈ BV [a, b], p, q ∈ K, 则有∫ b

a

(px(t) + qy(t))dω(t) = p

∫ b

a

x(t)dω(t) + q

∫ b

a

y(t)dω(t),∫ b

a

x(t)d(pω + qρ)(t) = p

∫ b

a

x(t)dω(t) + q

∫ b

a

x(t)dρ(t).

由定义, 若 x ∈ C[a, b], ω ∈ BV [a, b], 且

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b

为 [a, b] 的分划, 则

|S(x, ω, P )| ⩽
n∑

i=1

|x (ti−1)| |ω (ti)− ω (ti−1)|

⩽ ‖x‖∞
n∑

i=1

|ω (ti)− ω (ti−1)|

⩽ ‖ω‖bv‖x‖∞.

因此 ∣∣∣∣∣
∫ b

a

x(t)dω(t)
∣∣∣∣∣ ⩽ ‖ω‖bv‖x‖∞.

这说明固定 ω ∈ BV [a, b], 积分

ϕω(x) =

∫ b

a

x(t)dω(t), x ∈ C[a, b]

定义了 C[a, b] 上的有界线性泛函, 且

‖ϕω‖ ⩽ ‖ω‖bv. (4.17)

我们有如下连续函数空间上有界线性泛函的表示定理.

定理 4.1.8 (F. Riesz) 设 a < b, 则任给 f ∈ C[a, b]′, 存在唯一的 ω ∈ BV [a, b] 满足

ω(a) = 0, ω 在 (a, b) 上右连续, 即任取 a < t0 < b, 有

ω
(
t+0
)
= lim

t>t0,t→t0
ω(t) = ω (t0) ,

使得

f(x) =

∫ b

a

x(t)dω(t), x ∈ C[a, b].

此时有 ‖f‖ = ‖ω‖bv.

证明 考虑定义在 [a, b] 上有界函数的全体 B[a, b]. 若 x ∈ B[a, b], 令

‖x‖ = sup
a⩽t⩽b

|x(t)|.
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容易证明 ‖ · ‖ 是 B[a, b] 上的范数, 实际上 (B[a, b], ‖ · ‖) 为 Banach 空间. 若 x ∈ C[a, b],
则 x 必在 [a, b] 上有界, 即 x ∈ B[a, b], 且

‖x‖∞ = max
a⩽t⩽b

|x(t)| = ‖x‖.

因此 (C[a, b], ‖ · ‖)∞) 为 (B[a, b], ‖ · ‖) 的赋范子空间.
由 Hahn-Banach 定理, 存在 F ∈ B[a, b]′, 使得

F |C[a,b] = f, ‖F‖ = ‖f‖.

若 t ∈ [a, b], 考虑定义在 [a, b] 上的函数

χt(s) =

1, a ⩽ s ⩽ t,

0, t < s ⩽ b.

显然 χt ∈ B[a, b], 且 ‖χt‖ = 1. 令 α(a) = 0, 若 a < t ⩽ b, 取 α(t) = F (χt). 下证
α ∈ BV [a, b]. 若 a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b 为 [a, b] 的分划, 则存在 εi ∈ K, |εi| = 1,
使得 ∣∣F (χti)− F

(
χti−1

)∣∣ = εi
(
F (χti)− F

(
χti−1

))
.

于是有
n∑

i=1

|α (ti)− α (ti−1)| = |F (χt1)|+
n∑

i=2

∣∣F (χti)− F
(
χti−1

)∣∣
= ε1F (χt1) +

n∑
i=2

εi
(
F (χti)− F

(
χti−1

))
= F

(
ε1χt1 +

n∑
i=2

εi
(
χti − χti−1

))
注意到函数 ε1χt1 +

∑n
i=2 εi

(
χti − χti−1

)
在 [a, t1] 上为 ε1, 在 (ti−1, ti] 上为 εi. 从而∥∥∥∥∥ε1χt1 +

n∑
i=2

εi
(
χti − χti−1

)∥∥∥∥∥ = 1.

因此
n∑

i=1

|α (ti)− α (ti−1)| ⩽ ‖F‖ = ‖f‖.

从而 α ∈ BV [a, b], 且
‖α‖bv ⩽ ‖f‖. (4.18)

若 x ∈ C[a, b]. 设 P 为 [a, b] 的分划, 其分点为

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b.

令

z(x, P ) = x (t0)χt1 +
n∑

i=2

x (ti−1)
(
χti − χti−1

)
.
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则 z(x, P ) ∈ B[a, b], 且

F (z(x, P )) = x (t0)F (χt1) +
n∑

i=2

x (ti−1)F
(
χti − χti−1

)
= x (t0)α (t1) +

n∑
i=2

x (ti−1) (α (ti)− α (ti−1))

= S(x, α, P )

为 x关于有界变差函数 α和分划 P 的 Darboux和. 在上式中我们用到了 α (t0) = α(a) = 0

这个性质. 当分划的参数 η(P ) → 0 时, 有

S(x, α, P ) →
∫ b

a

x(t)dα(t).

又 x 为连续函数, 因此必为一致连续函数. 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 只要 t, s ∈ [a, b] 满足

|s− t| < δ, 就有 |x(s)− x(t)| < ε 成立. 因此当分划的参数 η(P ) < δ 时, 任取 a ⩽ t ⩽ b, 有

|x(t)− z(x, P )(t)| ⩽ ε,

或等价地, 有 ‖x − z(x, P )‖ < ε. 因此 |F (x) − F (z(x, P ))| ⩽ ‖F‖ε. 这说明当分划的参数
η(P ) → 0 时, S(x, α, P ) → F (x). 但 x ∈ C[a, b], 所以 F (x) = f(x). 故有

f(x) =

∫ b

a

x(t)dα(t). (4.19)

设 ω 为 α 的右连续修正, 即

ω(t) =


0, t = a,

α (t+) , a < t < b,

α(b), t = b.

其中 α (t+) = lims>t,s→t α(s) 为 α 在 s 处的右极限. 显然 ω 在 (a, b) 上为右连续的. 下证
ω ∈ BV [a, b], 且任取 x ∈ C[a, b], 有

∫ b

a

x(t)dα(t) =
∫ b

a

x(t)dω(t).

由于 α 可以表示为两个单调递增函数的差, 所以 α 的不连续点是至多可数的. 任取 ε > 0

及 a = t0 < t1 < · · · < tn = b 为 [a, b] 的分划, 取 ti < si < ti+1 (s0 = a, sn = b), 使得 α 在

si 处连续且 ∣∣α (t+i )− α (si)
∣∣ < ε

2n
.
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此时有
n∑

i=1

|ω (ti)− ω (ti−1)| ⩽
n∑

i=1

∣∣α (t+i )− α (si)
∣∣+ n∑

i=1

| α (si)− α+

+
n∑

i=1

∣∣α (si−1)− α
(
t+i−1

)∣∣
⩽ n

ε

2n
+

n∑
i=1

|α (si)− α (si−1)|+ n
ε

2n

⩽ Var[a,b](α) + ε.

因此 ω ∈ BV [a, b], 且 Var[a,b](ω) ⩽ Var[a,b](α). 所以 ‖ω‖bv ⩽ ‖α‖bv. 利用式 (4. 18) 有
‖ω‖bv ⩽ ‖f‖.
若 x ∈ C[a, b], 设 ti 为 α 的连续点, 则

ω (ti)− ω (ti−1) = α
(
t+i
)
− α

(
t+i−1

)
= α (ti)− α (ti−1) .

由于积分
∫ b

a
x(t)dα(t) 和

∫ b

a
x(t)dω(t) 都存在, 又由于 α 的不连续点为至多可数集, 所以

可以选取分点为 α 的连续点的分划来做连续函数 x 的 Darboux 和去逼近 x 的 Riemann-
Stieltjes 积分

∫ b

a
x(t)dα(t) 和

∫ b

a
x(t)dω(t). 因此利用式 (4.19) 则有

f(x) =

∫ b

a

x(t)dα(t) =
∫ b

a

x(t)dω(t), x ∈ C[a, b].

再应用式 (4.17) 可得 ‖f‖ ⩽ ‖ω‖bv. 因此有 ‖f‖ = ‖ω‖bv. 下证 ω 为唯一确定的. 为此假设
β ∈ BV [a, b], β 在 (a, b) 上右连续, β(a) = 0, 且任取 x ∈ C[a, b], 有∫ b

a

x(t)dω(t) =
∫ b

a

x(t)dβ(t). (4.20)

首先有 ω(a) = 0 = β(a). 若 t0 为 α 和 ω 的连续点, 则 t0 也是函数

t → Var[a,t](α), t → Var[a,t](ω)

的连续点. 令 xn ∈ C[a, b],

xn(t) =


1, t ∈ [a, t0] ,

线性, t ∈
[
t0, t0 +

1
n

)
,

0, t ∈
[
t0 +

1
n
, b
]
.

则 ∫ b

a

xn(t)dω =

∫ b

a

xn(t)dβ(t).

于是

ω (t0) +

∫ t0+
1
n

t0

xn(t)dω(t) = β (t0) +

∫ t0+
1
n

t0

xn(t)dβ(t)
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因此当 n → ∞ 时, 有

|ω (t0)− β (t0)| ⩽
∫ t0+

1
n

t0

|xn(t)| |dω(t)|+
∫ t0+

1
n

t0

|xn(t)| | dβ(t)

⩽ Var
[
t0, t0 +

1

n

]
(ω) + Var

[
t0, t0 +

1

n

]
(β) → 0.

从而有 ω (t0) = β (t0). 这样的点 t0 在 [a, b] 中为稠密的, 又 ω, β 在 (a, b) 上为右连续的, 因
此任取 t ∈ (a, b) 有 ω(t) = β(t). 在 (4.20) 中取 x = 1, 有

ω(b) = ω(b)− ω(a) =

∫ b

a

x(t)dω(t) =
∫ b

a

x(t)dβ(t)

= β(b)− β(a) = β(b)

这就证明了 ω = β.

4.2 一致有界性原理

一致有界性原理 (也称为 Banach-Steinhauss 定理或共鸣定理) 给出了定义在 Banach
空间上的一族有界线性算子在该 Banach 空间单位球上一致有界的一个充分条件. 它是研
究赋范空间中序列弱收敛性及有界线性泛函弱星收敛性的基础, 在傅里叶级数收敛性、序列
可和性以及积分的数值解法方面都有着重要应用.
一致有界性原理是建立在非空完备空间上的 Baire 范畴定理基础之上的, 为此我们需

要引入度量空间中第一范畴子集及第二范畴子集的概念.

定义 4.2.1 设 (X, d) 为度量空间, M ⊂ X. 若 M̄ 无内点, 则称 M 为无处稠密子集. 若
N ⊂ X, 称 N 为 X 的第一范畴子集, 如果 N 可以表示成 X 中可数个无处稠密子集的并

集. 不为第一范畴 X 的子集称为第二范畴子集.

若 X = R, 则有限集总是无处稠密的. 至多可数集为第一范畴的, 这是因为这样的集合
可以表示成可数个单点集或空集的并.

定理 4.2.1 (Baire 范畴定理) 设 (X, d) 为非空完备度量空间, 则 X 作为 X 的子集为第二

范畴的.

证明 假设 X 不为第二范畴的, 即为第一范畴的. 则存在可数个 X 的无处稠密子集 Mi, 使
得 X =

⋃∞
i=1 Mi,Mi 无内点. 由于 Mi ⊂ Mi, 从而

X =
∞⋃
i=1

Mi =
∞⋃
i=1

Mi ⊂ X.

所以有
⋃∞

i=1 Mi = X. 因此不妨假设每个 Mi 都是闭集, 且 Mi 无内点.
由于 X 非空, 因此 X 的每个点均是 X 的内点. 又 M1 无内点, 所以 M1 & X. 取定一

个点 p1 ∈ M c
1 , 由于 M1 为闭集, 所以 M c

1 为开集. 存在 0 < ε1 < 1
2
, 使得 B (p1, ε1) ⊂ M c

1 ,
即 B (p1, ε1) ∩M1 = ∅.
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M2 无内点, 因此 M2 不可能完全包含 B
(
p1,

ε1
2

)
, 即

M c
2 ∩B

(
p1,

ε1
2

)
6= ∅.

开球 B
(
p1,

ε1
2

)
为开集, M2 为闭集, 从而 M c

2 为开集. 所以 M c
2 ∩B

(
p1,

ε1
2

)
为非空开集. 取

定 p2 ∈ M c
2

⋂
B
(
p1,

ε1
2

)
, 存在 0 < ε2 <

ε1
2

, 使得

B (p2, ε2) ⊂ M c
2 ∩B

(
p1,

ε1
2

)
.

此时

B (p2, ε2) ∩M2 = ∅, B (p2, ε2) ⊂ B
(
p1,

ε1
2

)
.

如此下去, 对任意 n ⩾ 1, 可以构造 pn ∈ X, 0 < εn < εn−1

2
, 使得

B (pn+1, εn+1) ⊂ B
(
pn,

εn
2

)
, B (pn+1, εn+1) ∩Mn+1 = ∅.

由于 ε1 <
1
2
, εn < εn−1

2
, 所以 εn < 1

2n
. 因此 εn → 0. 又对固定的 n ⩾ 1, 任取 k ⩾ 1, 有

pn+k ∈ B
(
pn,

εn
2

)
. (4.21)

因此 d (pk+n, pn) <
εn
2

. 这说明 {pn} 为 X 中的柯西列. 由假设 X 为完备度量空间, 因此存
在 p ∈ X, pn → p. 在式 (4.21) 中令 k → ∞, 则有

p ∈ B̄
(
pn,

εn
2

)
⊂ B (pn, εn) .

由于 B (pn, εn)
⋂
Mn = ∅, 所以 p /∈ Mn. 又 X =

⋃∞
n=1 Mn, 所以 p /∈ X, 矛盾! 这就证明

了 X 必为第二范畴的.

上述 Baire 范畴定理最直接的应用就是下述的一致有界性原理, 也被称为 Banach-
Steinhauss 定理或共鸣定理.

定理 4.2.2 (一致有界性原理) 设 X 为 Banach 空间, Y 为赋范空间, (Ti)i∈ ⊂ B(X,Y ), I
为指标集. 若任取 x ∈ X, 有

sup
i∈I

‖Tix‖ < ∞,

则 supi∈I ‖Ti‖ < ∞.

证明 任取 n ⩾ 1, 令
Mn =

{
x ∈ X : sup

i∈I
‖Tix‖ ⩽ n

}
.

任取 x ∈ X, 由假设条件 supi∈I ‖Tix‖ < ∞, 因此存在 n ⩾ 1, 使得

sup
i∈I

‖Tix‖ ⩽ n,

此时有 x ∈ Mn. 所以 X =
⋃∞

n=1 Mn.
下证 Mn 为闭集. 为此设 xk ∈ Mn, xk → x ∈ X. 我们有

‖Tixk‖ ⩽ n, i ∈ I. (4.22)
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因为 Ti 为连续映射. 在式 (4.22) 中令 k → ∞, 则有 ‖Tix‖ ⩽ n. 即 x ∈ Mn. 由定理 1.3.2,
Mn 为闭集.
由于 X =

⋃∞
n=1 Mn, 利用 X 的完备性及定理 4.2.1, 存在 n0 ⩾ 1, 使得 Mn0

不为无

处稠密子集. 即 Mn0
有内点. 设 x0 为 Mn0

的内点, 则存在 r > 0, B (x0, r) ⊂ Mn0
. 任给

y ∈ X, ‖y‖ ⩽ 1 有

x0, x0 +
r

2
y ∈ B (x0, r) ⊂ Mn0

,

从而对于 i ∈ I, 有
‖Tix0‖ < n0,

∥∥∥Ti

(
x0 +

r

2
y
)∥∥∥ < n0.

因此 ∥∥∥Ti

(r
2
y
)∥∥∥ ⩽

∥∥∥Ti

(
x0 +

r

2
y
)∥∥∥+ ‖Tix0‖ < 2n0

所以

‖Tiy‖ ⩽ 4n0

r
, ‖y‖ ⩽ 1.

这说明 ‖Ti‖ ⩽ 4n0

r
. 因此有 supi∈I ‖Ti‖ ⩽ 4n0

r
.

若 X 为 Banach 空间, Y 为赋范空间, 设 (Ti)i∈I ⊂ B(X,Y ) 满足

sup
i∈I

‖Ti‖ = ∞.

由有界线性算子范数的定义, 任取 i ∈ I, 存在 xi ∈ X, ‖xi‖ = 1, 使得 ‖Tixi‖ ⩾ 1
2
‖Ti‖. 因

此有

sup
i∈I

‖Tixi‖ = ∞.

而如果应用一致有界性原理的逆否命题, 若 supi∈I ‖Ti‖ = ∞, 则存在 x0 ∈ X, 使得

sup
i∈I

‖Tix0‖ = ∞.

x0 称为 (Ti)i∈I 的共鸣点. 即可以将以上的 xi 取为同一个点 x0, 因此上述一致有界性原理
也称为共鸽定理.
下面我们给出一致有界性原理的一个应用.

例 4.2.1 (周期连续函数 Fourier 级数的收敛问题) 考虑 [0, 2π] 上的周期连续实函数空间

Cper [0, 2π] = {x ∈ C[0, 2π] : x(0) = x(2π)}.

Cper [0, 2π] 上赋子范数

‖x‖∞ = max
0⩽t⩽2π

|x(t)|.

则 Cper [0, 2π] 为 C[0, 2π] 的线性子空间. 若 xn ∈ Cper[0, 2π], xn → x ∈ C[0, 2π]. 则

lim
n→∞

(
max

0⩽t⩽2π
|xn(t)− x(t)|

)
= 0.
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从而

lim
n→∞

xn(0) = x(0), lim
n→∞

xn(2π) = x(2π).

而 xn ∈ Cper [0, 2π], 故 xn(0) = xn(2π). 因此 x(0) = x(2π). 由定理 1.3.2 知 Cper [0, 2π] 为

C[0, 2π] 的闭线性子空间. 由于 C[0, 2π] 为 Banach 空间, 利用定理 1.3.7 知 Cper [0, 2π] 也

为 Banach 空间. 若 x ∈ Cper[0, 2π], 定义 x 的 Fourier 系数

am(x) =
1

π

∫ 2π

0

x(t) cos(mt)dt, m ⩾ 1,

bm(x) =
1

π

∫ 2π

0

x(t) sin(mt)dt, m ⩾ 1

a0(x) =
1

2π

∫ 2π

0

x(t)dt.

称

a0(x) +
∑
m⩾1

am(x) cos(mt) +
∑
m⩾1

bm(x) sin(mt)

为 x 的 Fourier 级数. 一个很自然的问题是 x 的 Fourier 级数是否点点收敛到 x, 即是否任
给 t ∈ [0, 2π], 成立

lim
n→∞

(
a0(x) +

n∑
m=1

am(x) cos(mt) +
n∑

m=1

bm(x) sin(mt)

)
= x(t).

应用一致有界性原理, 可以给出这个问题否定的回答.
事实上, 我们将证明存在 x ∈ Cper[0, 2π], 使得 x 的 Fourier 级数在 t = 0 处不收敛. 若

n ⩾ 1, 考虑 x 的 Fourier 级数前 n 项和在 t = 0 点的值

fn(x) = a0(x) +
n∑

m=1

am(x).

显然 fn 为 Cper[0, 2π] 上的线性泛函.

fn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

(
1 + 2

n∑
m=1

cos(mt)

)
x(t)dt = 1

2π

∫ 2π

0

Qn(t)x(t)dt,

其中

Qn(t) = 1 + 2
n∑

m=1

cos(mt) =
sin
(
n+ 1

2

)
t

sin 1
2
t

.

在上式的计算中用到了三角函数的积化合差公式. 因为

|fn(x)| ⩽
1

2π

∫ 2π

0

|Qn(t)| |x(t)|dt

⩽ 1

2π

∫ 2π

0

|Qn(t)|dt‖x‖∞.

因此

‖fn‖ ⩽ 1

2π

∫ 2π

0

|Qn(t)|dt.
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三角函数 Qn(t) 在 [0, 2π] 上仅有有限个零点, 因此任取 ε > 0, 可以找到 [0, 2π] 上的连续函

数 ϕn ∈ Cper [0, 2π], 使得

− 1 ⩽ ϕn(t) ⩽ 1, t ∈ [0, 2π]∣∣∣∣∫ 2π

0

(sgn (Qn(t))− ϕn(t))Qn(t)dt
∣∣∣∣ < ε

此时有

fn (ϕn) =
1

2π

∫ 2π

0

Qn(t)ϕn(t)dt ⩾
1

2π

∫ 2π

0

|Qn(t)|dt− ε.

由于 ‖ϕn‖∞ ⩽ 1, 因此有

‖fn‖ ⩾ 1

2π

∫ 2π

0

|Qn(t)|dt− ε

所以

‖fn‖ =
1

2π

∫ 2π

0

|Qn(t)|dt.

由于 sin
(
1
2
t
)
在 [0, 2π] 上为非负的且 sin

(
1
2
t
)
⩽ 1

2
t, 所以∣∣∣∣∫ 2π

0

Qn(t)

∣∣∣∣dt ⩾ ∫ 2π

0

∣∣sin (n+ 1
2

)
t
∣∣

sin
(
1
2
t
) dt ⩾ 2

∫ 2π

0

∣∣sin (n+ 1
2

)
t
∣∣

t
dt

= 2

∫ (2n+1)π

0

| sin t|
t

dt ⩾ 2
2n∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

| sin t|
t

dt

⩾ 2
2n∑
k=0

∫ kπ+ 3
4π

kπ+ 1
4π

| sin t|
t

dt ⩾
√
2

2n∑
k=0

∫ kπ+ 3
4π

kπ+ 1
4π

1

t
dt

⩾
2n∑
k=0

√
2π

2kπ + 3
4
π
=

2n∑
k=0

4
√
2

8k + 3
.

因此

sup
n⩾1

‖fn‖ = ∞.

由一致有界性原理, 存在 x0 ∈ Cper [0, 2π], 使得

sup
n⩾1

|fn (x0)| = ∞.

这说明 x0 的 Fourier 级数在 t = 0 处不收敛.

一致有界性原理中赋范空间 X 的完备性假设是必要条件. 为此可以考虑 X 为所有多

项式构成的集合. 若 p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n, 定义

‖p‖ = max
0⩽i⩽n

|ai| .

则 ‖ · ‖ 为 X 上范数. 若 n ⩾ 1, 定义 X 上的线性泛函

fn(p) =
n∑

i=0

ai, p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ amtm.
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我们有

|fn(p)| ⩽
n∑

i=0

|ai| ⩽ (n+ 1)‖p‖.

因此 fn ∈ X ′. 任取 p ∈ X, p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ amtm, 有

sup
n⩾1

|fn(p)| ⩽
m∑
i=0

|ai| .

因此有界线性泛函族 (fn)n⩾1 为点点有界的. 若考虑 pn(t) = 1 + t+ · · ·+ tn, 则 ‖pn‖ = 1,
但 fn(p) = n+ 1. 从而 ‖fn‖ ⩾ n+ 1. 所以有 supn⩾1 ‖fn‖ = ∞.
这个例子并不与一致有界性原理矛盾, 事实上, ( X, ‖ · ‖) 不为 Banach 空间. 为此, 考

虑多项式

pn(t) = 1 +
1

2
t+ · · ·+ 1

n+ 1
tn.

若 n > m, 则 ‖pm − pn‖ = 1
n+1

. 这说明 {pn} 为 X 中的柯西列. 假设存在 p ∈ X, pn →
p, p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ aN tN , 则当 n > N 时有 ‖pn − p‖ ⩾ 1

N+1
. 矛盾! 从而 ( X, ‖ · ‖ )

不为 Banach 空间.

4.3 强收敛与弱收敛

一致有界性原理可以应用到赋范空间中序列的弱收敛性、有界线性泛函的弱星收敛性

以及有界线性算子的收玫性研究中. 它们在分析中有着重要的应用.

定义 4.3.1 设 X 为赋范空间, xn, x ∈ X. 若 xn → x, 即 ‖xn − x‖ → 0, 则称 {xn} 在 X

中强收敛到 x. 若任取 f ∈ X ′, 有 f (xn) → f(x), 则称 {xn} 弱收玫到 x, 记为 xn ⇀ x, 或
w- limn→∞ xn = x, x 称为 {xn} 的弱极限.

下面这个定理给出了弱收敛序列的一些基本性质.

定理 4.3.1 设 X 为赋范空间, xn, x ∈ X,xn − x. 则
(1) 弱极限 x 唯一;
(2) {xn} 的任意子列均弱收敛到 x;
(3) {xn : n ⩾ 1} 为 X 中的有界集.

证明 第二条显然成立, 我们仅给出第一条和第三条的证明.
(1) 设 xn → y. 则任给 f ∈ X ′, 有

f (xn) → f(x), f (xn) → f(y).

从而 f(x) = f(y). 由 Hahn-Banach 定理有 x = y.
(2) 考虑典范映射 J : X → X ′′. 则 J (xn) ∈ X ′′. 任取 f ∈ X ′, 由 xn → x 有

J (xn) (f) = f (xn) → f(x).
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因此 supn⩾1 |J (xn) (f)| < ∞. 由于 X ′ 总为 Banach 空间, 利用一致有界性原理可得

sup
n⩾1

‖J (xn)‖ < ∞.

由典范映射的性质, ‖J (xn)‖ = ‖xn‖. 因此有 supn⩾1 ‖xn‖ < ∞.

定理 4.3.2 设 X 为赋范空间, xn, x ∈ X.
(1) 若 {xn} 强收敛到 x, 则 {xn} 必弱收敛到 x.
(2) 当 dim(X) < ∞, 则 {xn} 强收敛到 x 当且仅当 {xn} 弱收敛到 x.

证明 (1) 若 {xn} 强收敛到 x, 则任取 f ∈ X ′, 有

|f (xn)− f(x)| ⩽ ‖f‖ ‖xn − x‖ .

因此有 f (xn) → f(x), 即 xn → x.
(2) 设 dim(X) = n < ∞. {e1, e2, · · · , en} 为 X 的 Hamel 基. 若

xk, x ∈ X, xk → x,

存在 α
(k)
i , αi ∈ K, 使得

xk =
n∑

i=1

α
(k)
i ei, x =

n∑
i=1

αiei.

若 1 ⩽ j ⩽ n, 令

ϕj

(
n∑

i=1

yiei

)
= yj .

则 ϕj ∈ X∗. 由于 dim(X) < ∞,由定理 2.4.3知 ϕj ∈ X ′. 由弱收敛的定义, ϕj (xk) → ϕj(x).
即 α

(k)
j → αj . 此时有

‖xk − x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(
α
(k)
i − αi

)
ei

∥∥∥∥∥ ⩽
n∑

i=1

∣∣∣α(k)
i − αi

∣∣∣ ‖ei‖ .
因此 {xk} 强收敛到 x.

例 4.3.1 定理 4.3.2 的第二个命题在 dim(X) = ∞ 时不成立. 为此可以考虑可分无穷维
Hilbert 空间 H, 设 {e1, e2, · · · } 为 H 的标准正交集, 任给 x ∈ H, 由 Bessel 不等式 (3.11),
有

∞∑
n=1

|〈x, en〉|2 ⩽ ‖x‖2.

因此

lim
n→∞

〈en, x〉 = lim
n→∞

〈x, en〉 = 0. (4.23)

任取 f ∈ H ′, 由定理 3.4.1, 存在 x ∈ H, 使得 f(y) = 〈y, x〉. 因此, 式 (4.23) 意味着 en − 0.
但 ‖en‖ = 1, 因此 en 不强收敛到 0.
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我们有下述弱收敛性的刻画, 它在研究实际问题中序列的弱收敛性时是十分有用的.

定理 4.3.3 设 X 为赋范空间, xn, x ∈ X. 则 xn → x 当且仅当

(1) supn⩾1 ‖xn‖ < ∞;
(2) 存在 M ⊂ X ′ 为完全集, 使得任取 f ∈ M 有 f (xn) → f(x).

证明 必要性可由定理 4.3.1 直接得到. 现假设 C = supn⩾1 ‖xn‖ < ∞,M ⊂ X ′ 为完全

集, 且任取 f ∈ M 有 f (xn) → f(x). 易证任取 f ∈ span(M), 也有 f (xn) → f(x). 由
于 M 为完全集, 所以 span(M) = X ′. 若 f ∈ X ′, 任给 j ⩾ 1, 存在 fj ∈ span(M), 使得
‖f − fj‖ ⩽ 1

j
. 于是有

|f (xn)− f(x)| ⩽ |f (xn)− fj (xn)|+ |fj (xn)− fj(x)|+ |fj(x)− f(x)|

⩽ ‖f − fj‖ (‖xn‖+ ‖x‖) + |fj(xn)− fj(x)|

⩽ 1

j
(‖x‖+ C) + |fj (xn)− fj(x)|

(4.24)

任给 ε > 0, 存在 j0 ⩾ 1, 使得
1

j0
(‖x‖+ C) <

ε

2
.

又 fj0 ∈ span(M), 因此 fj0 (xn) → fj0(x). 存在 N ⩾ 1, 任取 n ⩾ N , 有

|fj0 (xn)− fj0(x)| <
ε

2
.

此时由式 (4.24) 有
|f (xn)− f(x)| < ε

即 f (xn) → f(x). 从而 xn → x.

例 4.3.2 若 1 < p < ∞, 考虑 p− 阶可和的数列空间 ℓp. 若

xn =
(
x
(n)
1 , x

(n)
2 , · · ·

)
∈ ℓp,

x = (x1, x2, · · · ) ∈ ℓp.

由例 2.5.7 知 (ℓp)
′
= ℓq, 其中 1

p
+ 1

q
= 1. 考虑 M = {en : n ⩾ 1} ⊂ ℓq, 其中 en = {δni}. 易

证 span(M) = ℓq, 即 M 为 ℓq 的完全集. 任取 n ⩾ 1, en ∈ ℓq 在 ℓp 上定义的有界线性泛函

为

ϕn(y) = yn, y = (y1, y2, · · · ) ∈ ℓp.

应用定理 4.3.3 可得 xn → x 当且仅当 supn⩾1 ‖xn‖p < ∞ 且任取 i ⩾ 1 有 x
(n)
i → xi, 即

{xn} 依坐标收敛到 x.

定义 4.3.2 设 X 为赋范空间, fn, f ∈ X ′. 称 {fn} 弱星收敛到 f , 若任取 x ∈ X, fn(x) →
f(x), 记为 f = w∗ − limn→∞ fn, f 称为 {fn} 的弱星极限.

类似于定理 4.3.2, 我们有如下结论.
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定理 4.3.4 设 X 为赋范空间, fn, f ∈ X ′, w∗ − limn→∞ fn = f . 则
(1) 弱星极限 f 唯一;
(2) {fn} 的任意子列均弱星收敛到 f ;
(3) 若 X 为 Banach 空间, 则 {fn : n ⩾ 1} 在 X ′ 中为有界集.

证明 这个定理的前两条是显然成立的. 为证第三条, 设 w∗ − limn→∞ fn = f , 则任取
x ∈ X, fn(x) → f(x). 因此

sup
n⩾1

|fn(x)| < ∞.

由于 X 为 Banach 空间, 利用一致有界性原理可得 supn⩾1 ‖fn‖ < ∞.

对于弱星收敛性我们也有类似于定理 4.3.3 的简单刻画.

定理 4.3.5 设 X 为 Banach 空间, fn, f ∈ X ′. 则 w∗ − limn→∞ fn = f 当且仅当

(1) supn⩾1 ‖fn‖ < ∞;
(2) 存在 M ⊂ X 为完全集, 使得任取 x ∈ M 有 fn(x) → f(x).

证明 由上一定理知必要性是显然成立的. 假设 C = supn⩾1 ‖fn‖ < ∞, 且存在 M ⊂ X

为完全集, 使得任取 x ∈ M 有 fn(x) → f(x). 下证 w∗ − limn→∞ fn = f . 首先易证任取
x ∈ span(M), 也有 fn(x) → f(x).

由于 M 为完全集, 所以 span(M) = X. 若 x ∈ X, 任给 j ⩾ 1, 存在 xj ∈ span(M), 使
得 ‖x− xj‖ ⩽ 1

j
. 于是有

|fn(x)− f(x)| ⩽ |fn(x)− fn (xj)|+ | fn (xj)− f (xj)

⩽ ‖x− xj‖ (‖fn‖+ ‖f‖)+ | fn (xj)

⩽ 1

j
(‖f‖+ C) + |fn (xj)− f (xj)| .

(4.25)

任给 ε > 0, 存在 j0 ⩾ 1, 使得
1

j0
(‖f‖+ C) <

ε

2
.

又 xj0 ∈ span(M), 因此 fn (xj0) → f (xj0). 存在 N ⩾ 1, 任取 n ⩾ N , 有

|fn (xj0)− f (xj0)| <
ε

2
.

此时由式 (4.25) 有
|fn(x)− f(x)| < ε.

即 fn(x) → f(x). 从而 w∗ − limn→∞ fn = f .

对于赋范空间之间的有界线性算子, 我们可以自然地考虑三种收敛性. 这三种收敛性在
实际问题中都很常用的.
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定义 4.3.3 设 X,Y 为赋范空间, Tn ∈ B(X,Y ), T : X → Y 为线性算子.
(1) 称 {Tn} 一致收敛到 T , 如果 ‖Tn − T‖ → 0.
(2) 称 {Tn} 强收敛到 T , 如果任取 x ∈ X,Tnx → Tx.
(3) 称 {Tn} 弱收敛到 T , 如果任取 x ∈ X, f ∈ Y ′, f (Tnx) → f(Tx).

由定义容易看出, 如果 {Tn} 一致收敛到 T , 则 {Tn} 必强收敛到 T ; 如果 {Tn} 强收敛
到 T , 则 {Tn} 必弱收敛到 T . 下面我们举例说明这两个命题的逆命题都不成立.

例 4.3.3 设 n ⩾ 1, 考虑

Tn : ℓ2 → ℓ2

(x1, x2, · · · ) 7→ (0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n 项

, x1, x2, · · · ).

Tn 显然为线性算子. 另外 ‖Tx‖2 = ‖x‖2. 因此 Tn ∈ B (ℓ2) 且 ‖Tn‖ = 1. 任取 f ∈ ℓ2, 由定
理 3.4.1, 存在 y ∈ ℓ2, y = (y1, y2, · · · ), 使得

f(x) = 〈x, y〉 =
∑
n⩾1

xnȳn, x = (x1, x2, · · · ) ∈ ℓ2.

因此

f (Tnx) =
∑
i⩾1

xiyn+i, x = (x1, x2, · · · ) ∈ ℓ2.

利用 Cauchy-Schwarz 不等式 (1.3), 有

|f (Tnx)| ⩽ ‖x‖2

(
∞∑

i=n+1

|yi|2
)1/2

→ 0.

所以 {Tn} 弱收敛到 0. 但 ‖Tnx− 0‖ = ‖Tnx‖ = ‖x‖2, 因此 {Tn} 不强收敛到 0.

例 4.3.4 设 n ⩾ 1, 考虑

Tn : ℓ2 → ℓ2

(x1, x2, · · · ) 7→ (0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n 项

, xn+1, xn+2, · · · ).

Tn 显然为线性算子. 另外

‖Tx‖2 =

(
∞∑

i=n+1

|xi|2
)1/2

⩽ ‖x‖2.

因此 Tn ∈ B (ℓ2) 且 ‖Tn‖ ⩽ 1. 又显然有 Tnen+1 = en+1, 因此 ‖Tn‖ ⩾ 1. 从而有 ‖Tn‖ = 1.
任取 x ∈ ℓ2, x = (x1, x2, · · · ), 有

‖Tx‖2 =

(
∞∑

i=n+1

|xi|2
)1/2

→ 0.
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因此 {Tn} 强收敛到 0. 但 ‖Tn − 0‖ = ‖Tn‖ = 1, 这说明 {Tn} 不一致收敛到 0. 设 X,Y 为

赋范空间, Tn ∈ B(X,Y ), T : X → Y 为线性算子. 若 {Tn}一致收敛到 T ,则 ‖Tn − T‖ → 0.
对于 ε = 1, 存在 N ⩾ 1, 使得 ‖T − TN‖ < 1. 因此 ‖T‖ ⩽ ‖T − TN‖+ ‖TN‖ ⩽ 1+ ‖TN‖ <

∞. 所以 T ∈ B(X,Y ). 这说明有界线性算子的一致收敛极限一定还是有界线性算子. 若
{Tn} 强收敛到 T , 则 T 末必还是有界线性算子. 为此我们考虑赋范空间

X =
{
{xi} ∈ ℓ2 : ∃N ⩾ 1,∀n > N, xn = 0

}
.

在 X 上赋子 ℓ2 诱导出来的范数. 若 n ⩾ 1, 考虑

Tn : X → X

(x1, x2, · · · ) 7→ (x1, 2x2, 3x3, · · · , nxn, xn+1, xn+2, · · · ) .

Tn 显然为线性算子. 易见 Tn ∈ B(X) 且 ‖Tn‖ = n. 容易验证 {Tn} 强收敛到线性算子

T : X → X

(x1, x2, · · · ) 7→ (x1, 2x2, 3x3, · · · , nxn, · · · ) .

由于 Ten = nen, 所以 T 不为有界线性算子.

定理 4.3.6 设 X 为 Banach 空间, Y 为赋范空间, Tn ∈ B(X,Y ), T : X → Y 为线性算子.
设 {Tn} 弱收敛到 T . 则 supn⩾1 ‖Tn‖ < ∞, T ∈ B(X,Y ) 且

‖T‖ ⩽ sup
n⩾1

‖Tn‖ .

证明 固定 x ∈ X, 任取 f ∈ Y ′, 由于 {Tn} 弱收敛到 T , 有

f (Tnx) → f(Tx).

考虑典范映射 J : Y → Y ′′, 上式意味着

J (Tnx) (f) → J(Tx)(f), f ∈ Y ′.

由于 Y ′ 总为 Banach 空间, 利用一致有界性原理有

sup
n⩾1

‖Tnx‖ = sup
n⩾1

‖J (Tnx)‖ < ∞.

由假设 X 为 Banach 空间, 再次利用一致有界性原理可得

C = sup
n⩾1

‖Tn‖ < ∞.

任取 x ∈ X, f ∈ Y ′, 有 |f (Tnx)| ⩽ ‖f‖ ‖Tn‖ ‖x‖ ⩽ C‖f‖‖x‖. 令 n → ∞ 有 |f(Tx)| ⩽
C‖f‖‖x‖. 因此由 Hahn-Banach 定理, 有

‖Tx‖ = sup
f∈Y ′,∥f∥⩽1

|f(Tx)| ⩽ C‖x‖.

这说明 ‖T‖ ⩽ C, 即 ‖T‖ ⩽ supn⩾1 ‖Tn‖.
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类似于定理 4.3.5 的证明方法, 容易证明下述强收敛的刻画. 读者可以自己完成其证明.

定理 4.3.7 设 X 为 Banach 空间, Y 为赋范空间, Tn, T ∈ B(X,Y ). 则 {Tn} 强收敛到 T

当且仅当

(1) supn⩾1 ‖Tn‖ < ∞;
(2) 存在 M ⊂ X 为完全集, 使得任取 x ∈ M 有 Tn(x) → T (x).

在本节的最后部分里, 我们给出一致有界性原理和弱星收敛性在数列可求和性和积分
的数值解法方面的两个应用.

例 4.3.5 (数列的可求和性) 设 {xn} 为数列, 若 {xn} 不在 R 中收玫, 我们希望定义这个数
列的广义极限. 例如数列 x = (0, 1, 0, 1, · · · ) 在 R 不收敛, 但若取其前 n 项的算术平均值

yn = x1+x2+···+xn

n
, 则 y1 = 0, y2 =

1
2
, y3 =

1
3
, · · · , 易见 yn → 1

2
.

设 A = (anm)n,m⩾1 为无穷矩阵, 若 {xn} 为无穷数列, 考虑数列 {yn}, 其中

yn =
∞∑

m=1

anmxm. (4.26)

即如果视 x, y 为列向量, 则式 (4.26) 形式上可以写为 y = Ax. 若任给 n ⩾ 1, 式 (4.26) 中
定义 yn 级数为收敛的, 且 {yn} 收敛到 a, 则称 a 为 {xn} 的 A-极限, 同时称 {xn} 为 A−
可和的. 所有 A− 可和的数列之集称为 A− 方法的区域. 称 A− 方法为正则的, 若

(1) A-方法的区域包含所有收敛列;
(2) 任取 {xn} 为收敛列, 式 (4.26) 中定义的 yn 满足

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

xn.

考虑无穷矩阵

A =



1 0 0 0 · · ·
1/2 1/2 0 0 · · ·
1/3 1/3 1/3 0 · · ·
1/4 1/4 1/4 1/4 · · ·

...
...

...
...

...


.

若 {xn} 为数列, 且 yn 如式 (4.26) 中定义, 则

yn =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

若 xn → x, 则 {yn} 也收敛且 yn → x. 因此 A− 方法为正则的.
在给出 A-方法为正则的充要条件之前, 我们首先研究收敛数列空间 c 的性质. 设 c 为

所有收敛数列所构成的集合, 由于收敛列均为有界列, 因此 c ⊂ ℓ∞, 且易证 c 为 ℓ∞ 的线性

子空间. 下证 c 为 ℓ∞ 的闭线性子空间. 为此设 x(n) ∈ c, x(n) → x ∈ ℓ∞,

x(n) =
{
x
(n)
k

}
, x = {xk} .

任取 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 使得只要 n ⩾ N , 就有

sup
k⩾1

∣∣∣x(n)
k − xk

∣∣∣ < ε

2
.
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即任取 k ⩾ 1, 有 ∣∣∣x(n)
k − xk

∣∣∣ < ε

3
.

特别地, 有 ∣∣∣x(N)
k − xk

∣∣∣ < ε

3
. (4.27)

但 xN ∈ c, 从而 {xN} 为柯西列, 存在 K ⩾ 1, 任取 k, h ⩾ K, 有∣∣∣x(N)
k − x

(N)
h

∣∣∣ < ε

3
. (4.28)

此时利用式 (4.27) 及式 (4.28) 有

|xk − xh| ⩽
∣∣∣xk − x

(N)
k

∣∣∣+ ∣∣∣x(N)
k − x

(N)
h

∣∣∣+ ∣∣∣x(N)
h − xh

∣∣∣
<

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

这说明 {xk} 为柯西列, 由于 K 为完备的, 从而 {xk} 为收敛列, 即 x ∈ c. 由定理 1.3.2, c 为

ℓ∞ 的闭线性子空间. 因此 c 为 Banach 空间.

定理 4.3.8 (O. Toeplitz) 设 A = (anm)n,m⩾1 为无穷矩阵. 则 A-方法为正则的当且仅当
(1) 任取 m ⩾ 1, limn→∞ anm = 0;
(2) limn→∞

∑∞
m=1 anm = 1;

(3) 存在 C ⩾ 0, 任取 m ⩾ 1, 有
∑∞

m=1 |anm| ⩽ C.

证明 假设 A− 方法为正则的. 取 xm 为第 m 项为 1 , 其余项都为 0 的数列. 显然这是一
个收敛到 0 的数列. 易见 {anm} = Axm, 由于 A− 方法为正则的, 所以 limn→∞ anm = 0.
另外, 若考虑恒为 1 的数列 x, 此时 {

∑∞
m=1 anm} = Ax, 由于 A− 方法为正则的, 所以

级数
∑∞

m=1 anm 在 K 中收敛, 且 limn→∞
∑∞

m=1 anm = 1. 任取 n, k ⩾ 1, 在 c 上定义

fn,k(x) =
k∑

m=1

anmxm, x = {xm} ∈ c,

fn(x) =

∞∑
m=1

anmxm, x = {xm} ∈ c.

由于 A-方法为正则的, 所以定义 fn(x) 的级数在 K 中收敛, 因此 fn(x) 有意义. 又

|fn,k(x)| ⩽
k∑

m=1

|anm| |xm| ⩽
(

k∑
m=1

|anm|

)
‖x||.

因此 fn,k ∈ c′. 若 x ∈ c, 则当 k → ∞, 有

fn,k(x) → fn(x).

所以有 supk⩾1 |fn,k(x)| < ∞. 由于 c 为 Banach 空间, 应用一致有界性原理有

cn = sup
k⩾1

‖fn,k‖ < ∞.
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我们有

|fn(x)| = lim
k→∞

|fn,k(x)| ⩽ lim
k→∞

‖fn,k‖ ‖x‖ ⩽ cn‖x‖.

因此 fn ∈ c′. 若 x = {xn} ∈ c, 则由于 A− 方法为正则的, 有

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn.

特别地, 有 supn⩾1 |fn(x)| < ∞. 再次应用一致有界性原理有

C = sup
n⩾1

‖fn‖ < ∞.

对于固定的 k, n ⩾ 1, 考虑数列 ξ(n,k) =
{
ξ
(n,k)
m

}
, 其中

ξ(n,k)m =


|anm|
anm

, m ⩽ k 且anm 6= 0,

0, 否则,

则 ξ(n,k) ∈ c, 且
∥∥ξ(n,k)∥∥∞ ⩽ 1. 由 ξ(n,k) 的定义易见

fn
(
ξ(n,k)

)
=

k∑
m=1

anmξ(n,k)m =
k∑

m=1

|anm| .

所以
k∑

m=1

|anm| ⩽ ‖fn‖ ⩽ C.

∞∑
m=1

|anm| ⩽ ‖fn‖ ⩽ C.

这就证明了定理给出的条件是必要的.
反之, 假设 (1)、(2) 及 (3) 成立. 定义

f(x) = lim
n→∞

xn, x = {xn} ∈ c.

f 为 c 上的线性泛函, 且
|f(x)| ⩽ lim

n→∞
|xn| ⩽ ‖x‖∞.

所以 f ∈ c′, 且 ‖f‖ ⩽ 1. 令

M = {{xn} : ∃N ⩾ 1,∀n ⩾ N, xn = xN} .

下证 M 在 c 中稠密. 为此设 x ∈ c, x = {xn}. 设 xn → ξ. 任给 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 任
取 n ⩾ N 有 |xn − ξ| < ε

2
. 考虑数列

x′ = (x1, x2, · · · , xN , ξ, ξ, · · · ) ∈ M,

我们有

‖x− x′‖∞ = sup
n⩾N+1

|xn − ξ| ⩽ ε

2
< ε.
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从而 x′ ∈ B(x, ε) ∩M . 这说明 B(x, ε) ∩M 6= ∅. 因此 M̄ = c. 即 M 在 c 中稠密.
若 x = {xn} ∈ M , 则存在 N ⩾ 1, ξ ∈ K, 任取 n ⩾ N , 有 xn = ξ. 此时有 f(x) = ξ. 若

y = Ax, y = {yn}. 则

yn =
N−1∑
m=1

anmxm + ξ
∞∑

m=N

anm

=
N−1∑
m=1

anm (xm − ξ) + ξ
∞∑

m=1

anm

由假设条件 (1) 和 (2) 知
yn → ξ = lim

n→∞
xn = f(x). (4.29)

由假设, 存在 C ⩾ 0, 使得
∞∑

m=1

|anm| ⩽ C. (4.30)

任取 x = {xn} ∈ c, 若

y(k)n =
k∑

m=1

anmxm,

则任取 k > h ⩾ 1, 有 ∣∣y(k)n − y(h)n

∣∣ ⩽ ( k∑
m=h+1

|anm|

)
‖x‖∞.

由式 (4.30) 知
{
y
(k)
n

}
为 K 中的柯西列. 从而

{
y
(k)
n

}
在 K 中收敛, 即级数

∑∞
m=1 anmxm

收敛. 令

fn(x) =
∞∑

m=1

anmxm, x = {xn} ∈ c.

则 fn 为 c 上的线性泛函, 且

|fn(x)| ⩽
∞∑

m=1

|anm| |xm| ⩽ C‖x‖∞.

因此 fn ∈ c′, 且 ‖fn‖ ⩽ C. 而式 (4.29) 意味着任取 x ∈ M , 有 fn(x) → f(x). 利用 M 在 c

中的稠密性及定理 4.3.5, 我们有 f = w∗ − limn→∞ fn. 即任取 x = {xn} ∈ c, 有
∞∑

m=1

anmxm → f(x) = lim
n→∞

xn.

因此 A− 方法为正则的.

例 4.3.6 (求积分的数值方法) 考虑连续函数空间 C[a, b], 其上赋予范数

‖x‖∞ = max
a⩽t⩽b

|x(t)|.

则 (C[a, b], ‖ · ‖∞) 为 Banach 空间. 在 C[a, b] 上定义线性泛函

f(x) =

∫ b

a

x(t)dt, x ∈ C[a, b].
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易见 f ∈ C[a, b]′, 且 ‖f‖ = b− a.
我们希望用数值方法求积分

∫ b

a
x(t)dt : 在 [a, b] 上取 n+ 1 个结点

a ⩽ t
(n)
0 < t

(n)
1 < · · · < t(n)n ⩽ b,

取 n+ 1 个实数 a
(n)
0 , a

(n)
1 , · · · , a(n)n . 作和式

fn(x) =
n∑

k=0

a
(n)
k x

(
t
(n)
k

)
.

希望用 fn(x) 去逼近积分 f(x) =
∫ b

a
x(t)dt.

上面定义的 fn 显然是 C[a, b] 上的线性泛函, 且

|fn(x)| ⩽
(

n∑
k=0

∣∣∣a(n)k

∣∣∣) ‖x‖∞.

因此 fn ∈ C[a, b]′, 且

‖fn‖ ⩽
n∑

k=0

∣∣∣a(n)k

∣∣∣ .
容易构造 x ∈ C[a, b], 使得当 0 ⩽ k ⩽ n 时, 有

x
(
t
(n)
k

)
a
(n)
k =

∣∣∣a(n)k

∣∣∣ , ‖x‖∞ = 1.

此时有

fn(x) =
n∑

k=0

∣∣∣a(n)k

∣∣∣ .
因此 ‖fn‖ ⩾

∑n
k=0

∣∣∣a(n)k

∣∣∣. 从而
‖fn‖ =

n∑
k=0

∣∣∣a(n)k

∣∣∣ .
由于多项式在区间 [a, b] 上的积分是可以精确计算的, 所以我们要求上面定义的积分值

fn(x) 对次数小于等于 n 的多项式 x 是精确的, 即任取 p 为次数小于等于 n 的多项式有

fn(p) = f(p) =

∫ b

a

p(t)dt. (4.31)

由于单项式集合 {1, t, t2, · · · , tn} 构成次数小于等于 n 的多项式空间的 Hamel 基, 所以式
(4.31) 成立当且仅当将 p 取为 1, t, t2, · · · , tn 时式 (4.31) 成立, 这等价于说

a
(n)
0 + a

(n)
1 + · · · + a

(n)
n = b− a,

a
(n)
0 t

(n)
0 + a

(n)
1 t

(n)
1 + · · · + a

(n)
n t

(n)
n = b2−a2

2
,

· · · · · · · · ·
... · · · · · · · · ·

a
(n)
0 t

(n)n

0 + a
(n)
1 t

(n)n

1 + · · · + a
(n)
n t

(n)n

n = bn+1−an+1

n+1
.



4.4 开映射定理和闭图像定理 141

现在假设结点 a ⩽ t
(n)
0 < t

(n)
1 < · · · < t

(n)
n ⩽ b 固定. 上式可以视为以

a
(n)
0 , a

(n)
1 , · · · , a(n)n

为末知数由 n+ 1 个方程组成的非齐次线性方程组. 由于范德蒙行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

t
(n)
0 t

(n)
1 t

(n)
2 · · · t

(n)
n

t
(n)2

0 t
(n)2

1 t
(n)2

2 · · · t
(n)2

n

...
...

...
...

t
(n)n

0 t
(n)n

1 t
(n)n

2 · · · t
(n)n

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

因此存在唯一的系数 a
(n)
0 , a

(n)
1 , · · · , a(n)n 满足上式, 即满足式 (4.31). 我们希望找到关于系

数 a
(n)
0 , a

(n)
1 , · · · , a(n)n 的其他条件使得当 x ∈ C[a, b] 时, 也有 fn(x) → f(x). 即 {fn} 弱星

收敛到 f .

由 Stone-Weierstrass 定理, 多项式之集在 C[a, b] 中为稠密的. 而若 p 为次数为 N 的

多项式, 则由式 (4.31), 只要 n ⩾ N , 就有 fn(p) = f(p) =
∫ b

a
x(t)dt. 因此 fn(p) → f(p). 应

用定理 4.3.5 有如下结论.

定理 4.3.9 (G. Polya) 设数值积分 fn 满足条件 (4.31), 则任取 x ∈ C[a, b], fn(x) → f(x)

当且仅当存在常数 C ⩾ 0, 使得任取 n ⩾ 1, 有
n∑

k=1

∣∣∣a(n)k

∣∣∣ ⩽ C.

4.4 开映射定理和闭图像定理

本节将要建立的开映射定理和闭图像定理是泛函分析中十分重要的结果. 它们是泛函
分析进一步理论研究的基础, 闭图像定理在第 5 章闭算子的谱论研究中更是不可缺少的工
具. 开映射定理最重要的推论是逆算子定理, 它给出 Banach 空间之间有界线性算子的逆算
子仍为有界线性算子的一个充分条件. 闭图像定理则给出 Banach 空间之间的线性算子成
为有界线性算子的等价条件, 它在分析中有着十分重要的应用. 事实上, 很多实际中遇到的
线性算子的有界性都可以由闭图像定理轻松得到, 而直接用定义去证明该线性算子的有界
性往往是十分困难的, 有时甚至是不可能的.

定义 4.4.1 设 X,Y 为度量空间, T : X → Y 为映射. 称 T 为开映射, 如果 T 将开集映为

开集, 即任取 G ⊂ X 为开集,
T (G) = {Tx : x ∈ G}

为 Y 的开集.

由定理 1.2.6 若 X,Y 为度量空间, T : X → Y 为连续映射当且仅当任给 G ⊂ Y,G 通

过 T 的逆像 T−1(G) 为 X 的开集. 这与 T 为开映射是不同的.
下面定理的第二个结论有时也称为逆算子定理.
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定理 4.4.1 (开映射定理) 设 X,Y 为 Banach 空间, 若 T ∈ B(X,Y ) 为满射, 则 T 必为开

映射. 特别地, 若 T 为一一映射, 则 T−1 ∈ B(Y,X).

引理 4.4.1 设 X 为赋范空间, λ ∈ K, λ 6= 0.
(1) 若 x0 ∈ X, r > 0, 则 λB (x0, r) = B (λx0, |λ|r).
(2) 若 M ⊂ X, 则 λM = λM̄ .
(3) 若 M ⊂ X, 则 (λM)◦ = λM◦.

证明 (1) 设 x ∈ λB (x0, r), 则存在 y ∈ B (x0, r) , x = λy. 因此

‖x− λx0‖ = ‖λy − λx0‖ = |λ| ‖y − x0‖ < |λ|r.

即 x ∈ B (λx0, |λ|r). 这就证明了 λB (x0, r) ⊂ B (λx0, |λ|r). 反之, 若 x ∈ B (λx0, |λ|r). 令
x = λy, 则

‖y − x0‖ =
∥∥∥x
λ
− x0

∥∥∥ =
1

|λ|
‖x− λx0‖ < r.

即 y ∈ B (x0, r). 从而 x ∈ λB (x0, r). 这说明 B (λx0, |λ|r) ⊂ λB (x0, r). 从而有

λB (x0, r) = B (λx0, |λ|r).
(2) 设 x ∈ λM , 由定理 1.3.2, 存在 xn ∈ λM, xn → x. 存在 yn ∈ M,xn = λyn. 因此

yn → x/λ. 由定理 1.3.2 知 x/λ ∈ M̄ , 即 x ∈ λM̄ . 这就证明了 λM ⊂ λM̄ .
反之, 若 x ∈ λM̄ , 则存在 y ∈ M̄ , 使得 x = λy. 由定理 1.3.2, 存在 yn ∈ M , 使得

yn → y. 此时有 λyn → λy = x,而 λyn ∈ λM . 由定理 1.3.2知 x ∈ λM . 这说明 λM̄ ⊂ λM .
因此 λM = λM̄ .

(3) 设 x ∈ (λM)◦, 则存在 r > 0, 使得 B(x, r) ⊂ λM , 或等价地, 有 1
λ
B(x, r) ⊂ M .

而由已证结果 1
λ
B(x, r) = B

(
x
λ
, r
|λ|

)
. 因此 B

(
x
λ
, r
|λ|

)
⊂ M , 从而 x

λ
∈ M◦, 或等价地, 有

x ∈ λM◦. 这说明 (λM)◦ ⊂ λM◦.
反之, 若 x ∈ λM◦, 则存在 y ∈ M◦, 使得 x = λy. 存在 r > 0, 使得 B(y, r) ⊂ M◦. 因

此由已证结果 B(x, |λ|r) = λB(y, r) ⊂ λM . 所以 x ∈ (λM)◦. 这就证明了 λM◦ ⊂ (λM)◦.
因此有 (λM)◦ = λM◦.

引理 4.4.2 设 X,Y 为 Banach 空间, T ∈ B(X,Y ) 为满射. 则 X 的单位开球 BX(0, 1) 在

T 下的像 T (BX(0, 1)) 包含一个 Y 中以 0 为中心的开球.

证明 设 Bn = BX

(
0, 1

2n

)
. 下证 T (B1) 包含 Y 的某个开球. 由定义 B1 = BX

(
0, 1

2

)
, 从而

X =
⋃∞

k=1 kB1. 由于 T 为线性算子且为满射, 因此

Y =
∞⋃
k=1

kT (B1) .

由于 kT (B1) ⊂ kT (B1), 所以

Y =
∞⋃
k=1

kT (B1) ⊂
∞⋃
k=1

kT (B1) ⊂ Y.
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从而有

Y =
∞⋃
k=1

kT (B1).

Y 为 Banach 空间, 由 Baire 范畴定理 Y 作为 Y 的子集为第二范畴的, 即存在 k0 ⩾ 1, 使
得
(
k0T (B1)

)◦
6= ∅. 即存在 y0 ∈ Y, r > 0, 使得

BY (y0, r) ⊂ k0T (B1).

由上一引理, k0T (B1) = k0T (B1). 因此

BY (y0, r) ⊂ k0T (B1).

再次应用上一引理有 BY

(
y0

k0
, r
k0

)
⊂ T (B1). 即 T (B1) 包含某个开球 BY (y1, r1). 下证

BY (0, r1) ⊂ T (B0). 为此任取 y ∈ BY (0, r1), 则

y1, y1 + y ∈ BY (y1, r1) .

由已证结论 BY (y1, r1) ⊂ T (B1), 存在 un, vn ∈ B1, 使得

T (un) → y1 + y, T (vn) → y1.

由于 ‖un‖ < 1
2
, ‖vn‖ < 1

2
, 所以 ‖un − vn‖ < 1. 又

T (un − vn) = T (un)− T (vn) → y1 + y − y1 = y.

这说明 y ∈ T (B0). 从而 BY (0, r1) ⊂ T (B0).
最后来证明 BY

(
0, r1

2

)
⊂ T (B0). 由已证的结论 BY (0, r1) ⊂ T (B0) 及上一引理知任

取 n ⩾ 1, 有 BY

(
0, r1

2n

)
⊂ T (Bn). 固定 y ∈ BY

(
0, r1

2

)
, 由于 BY

(
0, r1

2

)
⊂ T (B1), 存在

x1 ∈ B1, 使得
‖y − Tx1‖ <

r1
22

,

即 y − Tx1 ∈ BY

(
0, r1

22

)
. 而 BY

(
0, r1

22

)
⊂ T (B2), 因此存在 x2 ∈ B2, 使得

‖y − Tx1 − Tx2‖ <
r1
23

.

如此下去, 对任意的 n ⩾ 1, 可以找到 xn ∈ Bn, 使得

‖y − Tx1 − Tx2 − · · · − Txn‖ <
r1

2n+1
. (4.32)

令 sn = x1 + x2 + · · ·+ xn ∈ X. 则任取 m > n, 有

‖sm − sn‖ = ‖xn+1 + xn+2 + · · ·+ xm‖

⩽ ‖xn+1‖+ ‖xn+2‖+ · · ·+ ‖xm‖

<
1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2m
<

1

2n
.
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因此 {sn} 为柯西列, 设 sn → s ∈ X. 由式 (4.32) 有 ‖y − Tsn‖ < r1
2n+1 . 令 n → ∞ 可得

y = Ts. 而

‖s‖ ⩽
∞∑

n=1

‖xn‖ <
∞∑

n=1

1

2n
= 1

因此 s ∈ B0, 所以 y ∈ T (B0). 这就证明了 BY

(
0, r1

2

)
⊂ T (B0).

定理 4.4.1 的证明 设 T : X → Y 为满射, G ⊂ X 为开集. 任取 y ∈ T (G), 存在 x ∈ G, 使
得 Tx = y. G 为开集, 所以存在 r > 0 使得 BX(x, r) ⊂ G. 而 BX(x, r) = x+BX(0, r), 再
利用 T 的线性性质有

Tx+ T (BX(0, r)) ⊂ T (G).

由于 Tx = y, 这说明
y + T (BX(0, r)) ⊂ T (G).

由上一引理, 存在 ε > 0, 使得 BY (0, ε) ⊂ T (BX(0, 1)), 利用 T 的线性性质有 BY (0, rε) ⊂
T (BX(0, r)). 从而 y + BY (0, rε) ⊂ T (G), 或等价地, 有 BY (y, rε) ⊂ T (G). 这就证明了
T (G) 为 Y 的开集.
设 T ∈ B(X,Y ) 为一一映射, 下证 T−1 : Y → X 为连续映射. 设 W 为 X 的开集, W

在映射 T−1 下取逆像与 W 在映射 T 下的像集是相等的. 由已证的结果知 T 为开映射, 因
此 W 在映射 T 下的像集为 Y 的开集, 从而 W 在映射 T−1 下取逆像也为 Y 的开集. 利用
定理 1.2.5 就可以得到 T 的连续性, 因此 T−1 ∈ B(Y,X).

推论 4.4.1 设 X 为线性空间, ‖ · ‖1 和 ‖ · ‖2 为 X 上的范数, 且 (X, ‖ · ‖1) 和 (X, ‖ · ‖2 )
都为 Banach 空间. 若存在常数 α > 0, 使得

‖x‖1 ⩽ α‖x‖2, x ∈ X, (4.33)

则存在 β > 0, 使得
‖x‖2 ⩽ β‖x‖1, x ∈ X.

即 ‖ · ‖1 和 ‖ · ‖2 为等价范数.

证明 考虑映射

T : (X, ‖ · ‖2) → (X, ‖ · ‖1)

x 7→ x.

T 显然为线性算子. 条件 (4.33) 意味着 T 为有界线性算子. T 显然为一一映射且为满射.
由定理 4.4.1 知 T−1 也为有界线性算子. 任给 x ∈ X, 有

‖x‖2 =
∥∥T−1x

∥∥
2
⩽
∥∥T−1

∥∥ ‖x‖1.
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在本节的最后一部分, 我们来证明闭图像定理. 设 X,Y 为赋范空间, 令

Z = X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }

为 X 与 Y 的笛卡儿乘积. 则 Z 为线性空间. 若 (x, y) ∈ Z, 定义

‖(x, y)‖ = ‖x‖x + ‖y‖Y .

容易证明 ‖ · ‖ 为 Z 上的范数. 若 X,Y 均为 Banach 空间, 则 Z 也为 Banach 空间. 为
此, 设数列 zn = (xn, yn) ∈ Z 为柯西列, 则任取 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 只要 m,n ⩾ N , 就有
‖zm − zn‖ < ε. 此时有

‖xm − xn‖X < ε, ‖ym − yn‖Y < ε.

这说明 {xn} 为 X 中的柯西列, {yn} 为 Y 中的柯西列. 由假设 X 和 Y 均完备, 所以存在
x ∈ X, y ∈ Y , 使得 xn → x, yn → y. 令 z = (x, y) ∈ Z, 则当 n → ∞ 时, 成立

‖zn − z‖ = ‖(xn, yn)− (x, y)‖

= ‖xn − x‖x + ‖yn − y‖Y → 0.

即 zn → z. 因此 Z 为 Banach 空间.

定义 4.4.2 设 X,Y 为赋范空间, D(T ) ⊂ X 为线性子空间, T : D(T ) → Y 为线性算子. 称
T 为闭算子, 如果 T 的图像

GT = {(x, Tx) ∈ X × Y : x ∈ D(T )}

在 X × Y 中为闭集.

例 4.4.1 若 D(T ) = X, 且 T ∈ B(X,Y ), 则 T 为闭算子. 为此假设 xn ∈ X, 使得在 X×Y

中 (xn, Txn) → (x, y) ∈ X × Y . 则由乘积空间 X × Y 中范数的定义有 xn → x, Txn → y.
利用 T 在 x 处的连续性有 Txn → Tx. 由极限的唯一性知 y = Tx. 因此 (x, y) = (x, Tx) ∈
GT . 这就证明了 GT 在 X × Y 中为闭集, 因此 T 为闭算子.

例 4.4.2 设 X = Y = C[0, 1], 其上赋予范数 ‖x‖∞ = max0⩽t⩽1 |x(t)|. 设 D(T ) = C1[0, 1],
定义

T : C1[0, 1] → C[0, 1]

x 7→ x′.

则 T 为线性算子. 设 xn ∈ C1[0, 1], 使得 (xn, x
′
n) → (x, y) ∈ C[0, 1] × C[0, 1]. 则 xn → x,

x′
n → y. 这说明 {xn} 在 [0, 1] 上一致地收敛到 x, {x′

n} 在 [0, 1] 上一致地收敛到 y. 若
t ∈ [0, 1], 则 ∫ t

0

y(s)ds =
∫ t

0

lim
n→∞

x′
n(s)ds

= lim
n→∞

∫ t

0

x′
n(s)ds

= lim
n→∞

(xn(t)− xn(0))

= x(t)− x(0)
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由于 y ∈ C[0, 1], 所以 t 7→
∫ t

0
y(s)ds 为连续可导函数, 因此 x ∈ C1[0, 1] = D(T ), 且 x′ = y.

这说明 (x, y) = (x, x′) ∈ GT . 从而 T 为闭算子. 由例 2.4.7, T 不为有界线性算子.

例 4.4.3 设 X 为赋范空间, Y 为 X 的稠密线性子空间, 且 Y & X. 考虑映射 T , 其定义
域 D(T ) = Y , 有 T : Y → X x 7→ x. 显然 T ∈ B(Y,X), 事实上 ‖T‖ = 1. 但 T 不为闭算

子. 为此取 x ∈ Y c, 存在 xn ∈ Y , 使得 xn → x. 此时 (xn, xn) ∈ GT , (xn, xn) → (x, x), 但
(x, x) /∈ GT , 这是因为 (x, x) 的第一个坐标 x 不在 T 的定义域 Y 中.

以上几个例子说明当 D(T ) & X 时, T 为闭算子和 T 为有界线性算子没有任何必然联

系. 但当 X,Y 为 Banach 空间且 D(T ) 在 X 为闭子空间时, 这两个概念是有必然联系的.

定理 4.4.2 (闭图像定理) 设 X,Y 为 Banach 空间, D(T ) ⊂ X 为闭线性子空间, T :

D(T ) → Y 为闭线性算子. 则 T 为有界线性算子.

证明 由 T 为线性算子, 易证 GT 为 X × Y 的线性子空间. 由假设 T 为闭算子, 所以 GT

为 X × Y 的闭线性子空间. 由于 X,Y 为 Banach 空间, 所以 X × Y 也为 Banach 空间,
因此 GT 为 Banach 空间. 又由于 D(T ) 为 Banach 空间 X 的闭子空间, 从而 D(T ) 也为

Banach 空间. 考虑映射
P : GT → D(T )

(x, Tx) 7→ x.

P 显然为线性算子, 由于

‖x‖X ⩽ ‖x‖X + ‖Tx‖Y = ‖(x, Tx)‖, x ∈ D(T ).

所以 P 为有界线性算子, P 显然为一一映射. 由定理 4.4.1, P−1 为有界线性算子. 从而

‖x‖x + ‖Tx‖Y = ‖(x, Tx)‖ =
∥∥P−1x

∥∥ ⩽
∥∥P−1

∥∥ ‖x‖x.

特别地, 有 ‖Tx‖Y ⩽ ‖P−1‖ ‖x‖X . 这就证明了 T 为有界线性算子.

定理 4.4.2 最常见的应用是在 D(T ) = X 情形, 此时 D(T ) 一定是 X 的闭线性子空间,
则定理 4.4.2 可以表述为: 若 X,Y 为 Banach 空间, T : X → Y 为闭线性算子, 则 T 必为

有界线性算子.
下面我们来说明证明一个线性算子为闭算子较证明它为有界线性算子要简单得多. 要

证 T 为有界线性算子, 需证 T 处处连续, 即任给 xn, x ∈ X, 若 xn → x, 则 Txn → Tx,
此时有两个命题要证明: 首先需要证明 {Txn} 在 Y 中收敛, 然后需要证明其收敛的极限为
Tx. 而证明算子 T 为闭算子则要简单得多, 事实上 T 为闭算子当且仅当任给 xn ∈ X, 假设
(xn, Txn) → (x, y), 则必有 y = Tx, 这等价于说任给 xn ∈ X, 假设 xn → x, Txn → y, 则必
有 y = Tx. 注意到此时 {Txn} 的收敛性是已知条件, 仅需证 {Txn} 的极限等于 Tx 即可.

4.5 在逼近论中的应用

设 X 为赋范空间, M 为 X 的非空子集. 对于 x0 ∈ X,x0 到 M 的距离定义为

ρ (x0,M) = inf
y∈M

‖x0 − y‖ .
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我们希望找到 y0 ∈ M , 使得 ρ (x0,M) = ‖x0 − y0‖. 这样的 y0 为 x0 在 M 中的最佳逼近

元. 如果这样的最佳逼近元 y0 存在, 我们还希望它是唯一的. 但这不一定总能做到.

例 4.5.1 考虑 X = {x ∈ C[0, 1] : x(0) = 0}, 其上赋予范数

‖x‖∞ = max
0≤t≤1

|x(t)|.

容易验证 X 为 Banach 空间. 若 x ∈ X, 令 f(x) =
∫ 1

0
x(t)dt, 则易证 f ∈ X ′, 因此其零空

间 N(f) 为 X 的闭线性子空间. 设 x0 ∈ X 定义为 x0(t) = t. 设 d = ρ (x0, N(f)). 任给
y ∈ N(f), 有

∫ 1

0
y(t)dt = 0, 因此

‖x0 − y‖∞ ⩾
∫ 1

0

(x0(t)− y(t))dt = 1

2
. (4.34)

这说明 d ⩾ 1
2
. 另外, 若 xn(t) = t1/n, 则 xn ∈ X, f (xn) =

n
n+1

. 因此

x0 −
(n+ 1)xn

2n
∈ N(f)

所以

d ⩽
∥∥∥∥(n+ 1)xn

2n

∥∥∥∥
∞

=
(n+ 1)

2n
.

从而 d ⩽ 1
2
. 因此 d = 1

2
. 假设存在 y0 ∈ N(f), 使得 ‖x0 − y0‖∞ = 1

2
. 则由式 (4.34), 任取

0 ⩽ t ⩽ 1, 应有 x0(t)− y0(t) =
1
2
. 而这在 t = 0 时是不可能成立的. 所以 x0 在 N(f) 中的

最佳逼近元不存在.

下一个例子说明, 即使点 x0 在 M 中的最佳逼近元 y0 存在. 这样的最佳逼近元 y0 也

末必是唯一的.

例 4.5.2 在 R2 上赋子范数

‖(x, y)‖∞ = max{|x|, |y|}.

考虑 M = {0} × R, x0 = (1, 0) ∈ R2. 则

ρ (x0,M) = inf
y∈R

‖(1,−y)‖∞ = inf
y∈R

max{1, |y|} = 1.

由上面的计算过程可以看出, 只要 |y| ⩽ 1, 就有

ρ (x0,M) = ‖(1, 0)− (0, y)‖∞.

即任取 |y| ⩽ 1, (0, y) 都是 (1, 0) 在 M 中的最佳逼近元.

例 4.5.3 若 H 为 Hilbert 空间, M 为 H 的闭线性子空间, 则任取 x0 ∈ H, 由定理 3.2.2,
存在唯一的 y0 ∈ M , 使得 ρ (x0,M) = ‖x0 − y0‖. 此时还有 x0 − y0 ∈ M⊥.

我们首先来研究最佳逼近元存在时, 所有最佳逼近元所构成集合的性质.

定理 4.5.1 设 X 为赋范空间, M 为 X 的线性子空间, x0 ∈ X. 则 x0 在 M 中的最佳逼近

元构成的集合是 M 的凸集.
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证明 设 d = ρ (x0,M), 且

C = {y ∈ M : ‖x0 − y‖ = d} .

不妨假设 C 非空. 若 y1, y2 ∈ C, 则

d = ‖x0 − y1‖ = ‖x0 − y2‖ .

若 0 ⩽ λ ⩽ 1, 则

‖x0 − (λy1 + (1− λ)y2)‖ = ‖λ (x0 − y1) + (1− λ)y2‖

⩽ λ ‖x0 − y1‖+ (1− λ) ‖x0 − y2‖

= d

因此 λy1 + (1− λ)y2 ∈ C. 所以 C 为凸集.

若 X 为赋范空间, y1, y2 ∈ X. 称集合

{λy1 + (1− λ)y2 : 0 ⩽ λ ⩽ 1}

为连接 y1, y2 的线段,记为 [y1, y2]. 若 y1 6= y2,则称 [y1, y2]为非平凡线段. 若M 为 X 的线

性子空间, x0 ∈ X, d = ρ (x0,M). 假设存在 x0 在 M 中的最佳逼近元 y0, y1 ∈ M,y0 6= y1.
则由上一定理, 非平凡线段 [y0, y1] 中的点均是 x0 在 M 中的最佳逼近元. 特别地, X 中

以 x0 为中心 d 为半径的球面包含非平凡的线段 [y0, y1]. 从而以 0 为中心 r 为半径的球

面包含非平凡线段 [y0 − x0, y1 − x0]. 因此以 0 为中心 1 为半径的球面包含非平凡线段[
y0−x0

r
, y1−x0

r

]
. 这说明若赋范空间 X 的单位球面不包含非平凡的线段, 则 X 中的点 x0 在

X 线性子空间 M 中的最佳逼近元最多只有一个. 这就提示我们引入如下概念.

定义 4.5.1 设 X 为赋范空间. 称 X 为严格凸赋范空间, 如果任给 x, y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1

且 x 6= y, 则
∥∥x+y

2

∥∥ < 1.

由上面的讨论, 有下述结果.

推论 4.5.1 设 X 为严格凸赋范空间, M 为 X 的线性子空间, x0 ∈ X. 则 x0 在 M 中至多

只有一个最佳逼近元.

例 4.5.4 Hilbert 空间 H 是严格凸的. 事实上, 若 x, y ∈ H, ‖x‖ = ‖y‖ = 1 且 x 6= y, 则由
平行四边形等式 (3.5), 得

‖x+ y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
− ‖x− y‖2 < 4.

因此
∥∥x+y

2

∥∥ < 1. 即 H 为严格凸赋范空间.

若 1 < p < ∞, 可以证明 ℓp 为严格凸赋范空间. 例 4.5.2 说明 ( R2, ‖ · ‖ ) 不为严格凸
赋范空间, 从而 c0, c 及止不为严格凸赋范空间. 若在 R2 上考虑范数 ‖(x, y)‖1 = |x| + |y|.
则 ( R2, ‖ · ‖1) 不为严格凸赋范空间, 事实上 (1, 0), (0, 1) 在其单位球面上, 且连接这两点的
线段也在其单位球面上. 因此 ℓ1 也不为严格凸赋范空间.
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C[a, b] 不为严格凸的. 为此可以考虑 a = 0, b = 1 情形, 取 x(t) = 1, y(t) = t, 则
(x+ y)(t) = 1 + t. 我们有 ‖x‖∞ = ‖y‖∞ = 1, x 6= y, 但

∥∥x+y
2

∥∥ = 1.
若 M 为 C[a, b] 的有限维子空间, 任取 x0 ∈ C[a, b], 由例 2.3.1 存在 y0 ∈ M 为 x0 在

M 中的最佳逼近元. 既然 C[a, b] 不为严格凸的, 那么这样的最佳逼近元 y0 一般不唯一. 下
面将利用关于 M 的 Haar条件完全刻画最佳逼近元唯一的 C[a, b]的有限维线性子空间 M .
考虑实连续函数空间 C[a, b], t0 ∈ [a, b]称为 x ∈ C[a, b]的极值点,如果 |x (t0)| = ‖x‖∞.

此时或者有 x (t0) = ‖x‖∞, 或者有 x (t0) = −‖x‖∞.

定义 4.5.2 设 M 为实空间 C[a, b] 的 n 维线性子空间. 称 M 满足 Haar 条件, 如果 M 的

每个非零元至多在 [a, b] 上有 n− 1 个零点.

为了下面讨论的需要,我们给出 Haar条件的一个等价条件: 实空间 C[a, b]的 n维线性

子空间 M 满足 Haar 条件当且仅当对于 M 的每个 Hamel 基 {y1, y2, · · · , yn} 及区间 [a, b]

的任意 n 个不等的点 t1, t2, · · · , tn, 有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 (t1) y1 (t2) · · · y1 (tn)

y2 (t1) y2 (t2) · · · y2 (tn)
...

...
...

yn (t1) yn (t2) · · · yn (tn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 (4.35)

事实上, 每个 M 中的元素可以唯一地表示为 y1, y2, · · · , yn 的线性组合

y =

n∑
j=1

αjyj .

M 满足 Haar 条件当且仅当在 [a, b] 上至少有 n 个零点 t1, t2, · · · , tn 的 y 为 M 中的零元,
这等价于线性方程组

y (ti) =
n∑

j=1

αjyj (ti) = 0, i = 1, 2, · · · , n (4.36)

仅有零解 α1 = α2 = · · · = αn = 0. 利用线性方程组解的性质, 这等价于方程组 (4.36) 的系
数行列式 (4.35) 非零.

引理 4.5.1 设 M 为实空间 C[a, b] 满足 Haar 条件的 n 维线性子空间, x ∈ C[a, b], y ∈ M .
若 x− y 的极值点少于等于 n 个, 则 y 不为 x 在 M 中的最佳逼近元.

证明 由假设函数 v = x− y 有 m 个极值点 t1, t2, · · · , tm, 且 m ⩽ n. 若 m < n, 可以选取
tm+1, tm+2, · · · , tn, 使得 t1, t2, · · · , tn 成为 [a, b] 的 n 个不同点. 考虑线性方程组

n∑
k=1

βkyk (ti) = v (ti) , i = 1, 2, · · · , n. (4.37)

由假设 M 满足 Haar 条件, 因此式 (4.35) 成立, 所以线性方程组 (4.37) 有唯一的解 β1,
β2, · · · , βn ∈ R. 令

y0 = β1y1 + β2y2 + · · ·+ βnyn ∈ M, ỹ = y + εy0 ∈ M.
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下面将证明对于充分小的 ε > 0, 有

‖x− y‖∞ > ‖x− ỹ‖∞. (4.38)

从而 y 不为 x 在 M 中的最佳逼近元.
由假设 {t1, t2, · · · , tm} 为 v 的极值点之集. 由于 v 仅有有限个零点, 因此 v 6= 0. 所以

|v (ti)| = ‖v‖∞ > 0. 由式 (4.37) 有 v (ti) = y0 (ti). 利用 v 和 y0 的连续性, 存在 ti 的开邻

域 Ni, 使得若 N =
⋃n

i=1 Ni, 则

µ = inf
t∈N

|v(t)| > 0, inf
t∈N

|y0(t)| ⩾
‖v‖∞
2

. (4.39)

由于 y0 (ti) = v (ti) 6= 0, 利用上式的估计, 对 t ∈ N 必有 y0(t)
v(t)

> 0, 即 y0(t) 与 v(t) 同号,
因此

y0(t)

v(t)
=

|y0(t)|
|v(t)|

⩾ inft∈N |y0(t)|
‖v‖∞

⩾ 1

2
. (4.40)

令 M0 = supt∈N |y0(t)|, 则 M > 0. 若 0 < ε < µ
M0

, 则对于 t ∈ N 有

0 <
εy0(t)

v(t)
=

ε |y0(t)|
|v(t)|

⩽ εM0

µ
< 1. (4.41)

由于

ṽ = x− ỹ = x− y − εy0 = v − εy0,

对于 t ∈ N , 利用式 (4.40) 及式 (4.41) 可得

|ṽ(t)| = |v(t)− εy0(t)| = |v(t)| | 1− εy0(t)

v(t)

⩽ ‖v‖
(
1− ε

2

)
< ‖v‖∞

(4.42)

下面在 K = [a, b]\N 上考虑 ṽ. 由于 N 为开集, 所以 K 为紧集. 由于 v 和 y0 为连续函数,
所以

M1 = sup
t∈K

|y0(t)| < ∞, M2 = sup
t∈K

|v(t)| < ∞.

由于 N 已经含有 v 的所有极值点, 因此 M2 < ‖v‖∞. 设 η > 0 满足 ‖v‖∞ = M2 + η. 存在
0 < ε < η

M1
(此时有 εM1 < η), 使得若 t ∈ K, 则

|ṽ(t)| ⩽ |v(t)|+ ε |y0(t)| ⩽ M2 + εM1

< M2 + η = ‖v‖∞.
(4.43)

上式说明 |ṽ(t)| 在 K 上有 M2 + εM1 作为上界且此上界严格地小于 ‖v‖∞. 联合式 (4.42)
及式 (4.43), 只要将 ε > 0 选得足够小, 就可以保证 ‖ṽ‖∞ < ‖v‖∞, 即式 (4.38) 成立. 从而
y 不为 x 在 M 中的最佳逼近元.

下面这个结果完全刻画了实空间 C[a, b] 中的点到其有限维线性子空间 M 最佳逼近元

的唯一性.
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定理 4.5.2 设 M 为实空间 C[a, b] 的有限维线性子空间. 则任给 x ∈ C[a, b], 存在唯一 x

在 M 中的最佳逼近元当且仅当 M 满足 Haar 条件.

证明 假设 M 满足 Haar 条件, dim(M) = n. 又设 y1, y2 ∈ M 都为 x ∈ C[a, b] 在 M 中的

最佳逼近元. 令
v1 = x− y1, v2 = x− y2.

则有

δ = ‖v1‖∞ = ‖v2‖∞ = ρ(x,M).

由定理 4.5.1, y = y1+y2

2
也为 x 在 M 中的最佳逼近元. 利用引理 4.5.1 可知, 函数

v = x− y =
v1 + v2

2

在区间 [a, b] 上至少有 n+ 1 个极值点 t1, t2, · · · , tn+1. 对于 1 ⩽ i ⩽ n+ 1, 则有

|v (ti)| = ‖v‖∞ = δ.

而由 v 的定义

2 |v (ti)| = |v1 (ti) + v2 (ti)| = 2δ,

再利用 |v1 (ti)| ⩽ δ 及 |v2 (ti)| ⩽ δ, 可知 v1 (ti) 与 v2 (ti) 必同号且

v1 (ti) = v2 (ti) = δ,

或者

v1 (ti) = v2 (ti) = −δ.

而这意味着 y1 − y2 = v1 − v2 在 [a, b] 上至少有 n+1 个零点 t1, t2, · · · , tn+1. 利用 M 满足

Haar 条件这个假设, 可得 y1 − y2 = 0, 或等价地 y1 = y2. 这就证明了 x 在 M 中最佳逼近

元的唯一性. x 在 M 中最佳逼近元的存在性可以应用例 2.3.1 直接得到.
现在假设 M 不满足 Haar 条件, 由上面已经证明的 Haar 条件的等价条件, 存在 y1,

y2, · · · , yn ∈ M 使得 {y1, y2, · · · , yn} 为 M 的 Hamel 基, 存在 t1, t2, · · · , tn 为 [a, b] 的 n

个不同点, 使得式 (4.35) 中定义的行列式为零. 因此齐次线性方程组

γ1yk (t1) + γ2yk (t2) + · · ·+ γnyk (tn) = 0, k = 1, 2, · · · , n (4.44)

有非零解 γ1, γ2, · · · , γn ∈ R. 设 α1, α2, · · · , αn ∈ R, 考虑

y = α1y1 + α2y2 · · ·+ αnyn ∈ M,

则有
n∑

j=1

γjy (tj) =
n∑

k=1

αk

n∑
j=1

γjyk (tj) = 0. (4.45)

齐次线性方程组 (4.44) 的转置线性方程组

β1y1 (tj) + β2y2 (tj) + · · ·+ βnyn (tj) = 0, j = 1, 2, · · · , n
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也有非零解 β1, β2, · · · , βn ∈ R. 令

y0 =
n∑

k=1

βkyk ∈ M.

则利用 {y1, y2, · · · , yn} 线性无关这个假设可知 y0 6= 0, 且显然 t1, t2, · · · , tn 为 y0 的零点.
设 λ ∈ R 满足 λ 6= 0, ‖λy0‖∞ ⩽ 1, 又设 z ∈ C[a, b] 满足 ‖z‖∞ = 1 且 z (ti) = sgn (γi). 令

x(t) = z(t) (1− |λy0(t)|) , t ∈ [a, b].

则 x ∈ C[a, b], 且由 ‖λy0‖∞ ⩽ 1 知 ‖x‖∞ ⩽ 1. 由于 y0 (ti) = 0, 所以 x (ti) = z (ti) =

sgn (γi). 因此 ‖x‖∞ = 1. 下证 x 在 M 中有无穷多个最佳逼近元.
设 t ∈ [a, b], 利用 |z(t)| ⩽ ‖z‖‖∞ = 1 及 |λy0(t)| ⩽ 1, 对 −1 ⩽ ε ⩽ 1, 有

|x(t)− ελy0(t)| ⩽ |x(t)|+ |ε| |λy0(t)|

⩽ |z(t)| (1− |λy0(t)|) + |ε| |λy0(t)|

⩽ 1− |λy0(t)|+ |λy0(t)|

⩽ 1.

因此

‖x− ελy0‖∞ ⩽ 1.

如果能够证明任取 y ∈ M , 都有 ‖x− y‖‖∞ ⩾ 1, 则上式说明任给 −1 ⩽ ε ⩽ 1, ελy0 都是 x

在 M 中的最佳逼近元, 也就完成了定理的证明.
假设存在 ỹ ∈ M , 使得 ‖x− ỹ‖∞ < 1. 则由条件

x (ti) = sgn (γi) , |x (ti)− ỹ (ti)| ⩽ ‖x− ỹ‖∞ < 1

知对所有的 γi 6= 0 有

sgn (ỹ (ti)) = sgn (x (ti)) = sgn (γi)

而由式 (4.45) 及上式有

0 =
n∑

j=1

γj ỹ (tj) =
n∑

j=1

γj sgn (γj) =
n∑

j=1

|γj | 6= 0.

上式的最后一个式子成立是由于 γj 不全为零. 矛盾! 这就完成了定理的证明.

设 M 为次数小于等于 n − 1 的多项式构成的实空间 C[a, b] 的线性子空间. 由于任意
次数小于等于 n− 1 的多项式最多只有 n− 1 个根, 因此 M 满足 Haar 条件. 由例 2.3.1 及
上一定理, 任给 x0 ∈ C[a, b], 存在唯一的 y0 ∈ M , 使得 y0 为 x0 在 M 中的最佳逼近元. 即
任给 y ∈ M,y 6= y0, 有

‖x0 − y‖∞ > ‖x0 − y0‖∞ .
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例 4.5.5 (Chebyshev 多项式) 由定理 4.5.2, 若实空间 C[a, b] 的有限维线性子空间 M 满足

Haar 条件, 则任取 x ∈ C[a, b], x 在 M 中有唯一的最佳逼近元. 一般来讲, 要得到这个最佳
逼近元的表达式是一件困难的事情, 仅仅对少数几个函数 x 才能得到这个最佳逼近元的显

式表示. 在这方面, 交错集是一个很有用的工具.

定义 4.5.3 [a, b] 中的 n+ 1 个点 t0 < t1 < · · · < tn 称为 x ∈ C[a, b] 的交错集, 如果函数 x

在这些点上的值依次交错地取 ‖x‖∞ 和 −‖x‖∞.

交错集的重要性反映在下面这个定理里面, 粗略地讲这个定理是说, x − y 足够大交错

集的存在性可以保证 y 是 x 在 M 中的最佳逼近元.

定理 4.5.3 设 M 为实空间 C[a, b] 满足 Haar 条件的 n 维线性子空间, x ∈ C[a, b], y ∈ M ,
设 x− y 有一个包含 n+ 1 个点 t0 < t1 < · · · < tn 的交错集. 则 y 为 x 在 M 中的最佳逼

近元.

证明 由定理 4.5.2, x 在 M 中的最佳逼近元 y0 总存在. 假设 y 6= y0, 即有 ‖x − y‖∞ >

‖x− y0‖∞ . 这意味着在 t0 < t1 < · · · < tn 上函数

y0 − y = (x− y)− (x− y0)

与 x − y 具有相同的符号, 这是由于由假设在这些点上 x − y 的值或者等于 ‖x − y‖∞, 或
者等于 −‖x− y‖∞, 而等式右端的另一项 x− y0 在这些点的值总是严格地介于- ‖x− y‖∞
和 ‖x− y‖∞ 之间. 因此函数 y0 − y 在交错集 t0 < t1 < · · · < tn 上也依次交错地为正和负.
由于 y0 − y 为连续函数, 所以 y0 − y 在 [a, b] 上至少有 n 个零点. 又由假设 M 满足 Haar
条件, 所以必有 y − y0 = 0, 即 y = y0.

下面给出定理 4.5.3 的一个典型应用. 考虑实连续函数空间 C[−1, 1] 中的元 x(t) =

tn,M 为次数小于等于 n− 1 实系数多项式所构成的 C[−1, 1] 的 n 维线性子空间, 即

M = span
{
1, t, t2, · · · , tn−1

}
.

我们希望找到 x 在 M 中的最佳逼近元 y (由例 2.3.1 及定理 4.5.2, 这样的 y 总是唯一存在

的), 即找到系数 a0, a1, · · · , an−1 ∈ R, 使得最高次项系数为 1 的 n 次多项式

z(t) = tn −
(
an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0
)

在 [−1, 1] 中具有最小的范数. 由定理 4.5.3, 由于 M 满足 Haar 条件, 为此仅需找到系数
a0, a1, · · · , an−1 ∈ R, 使得 z 在 [−1, 1] 上有一个由 n+ 1 个点组成的交错集.
考虑 t = cos θ, 其中 θ ∈ [0, π]. cos 为从 [0, π] 到 [−1, 1] 上的一一映射, arccos 为从

[−1, 1] 到 [0, π] 上的一一映射. 另外函数 cos(nθ) 在 [0, π] 上有 n + 1 个极值点, 并且在这
些极值点上依次交错地取值 1 和 −1. 利用数学归纳法容易证明, 存在常数 βnj ∈ R, 使得

cos(nθ) = 2n−1 cosn θ +
n−1∑
j=0

βnj cosj θ. (4.46)
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考虑

Tn(t) = cos(nθ), θ = arccos(t), t ∈ [−1, 1].

Tn 称为第一类 n 阶 Chebyshev 多项式. 利用式 (4.46) 易见 Tn 为关于变量 t 的 n 次实系

数多项式, 其最高次项的系数为 2n−1, 即

Tn(t) = 2n−1tn −
(
an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0
)
,

Tn 在区间 [−1, 1] 上有 n + 1 个极值点, 并且在这些极值点上依次交错地取值 1 和 −1, 也
就是说, Tn 在 [−1, 1] 上有由 n + 1 个点组成的交错集. 由定理 4.5.3, 次数小于等于 n − 1

的实系数多项式

tn − 1

2n−1
Tn(t) =

1

2n−1

(
an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0
)

为 x(t) = tn 在 M 中的最佳逼近元.
如果 x̃ 为任一 n 次实系数多项式, 其最高次项系数为 βn, 我们还是希望找到 x̃ 在 M

中的最佳逼近元 ỹ. 考虑 x̃ = βnx, 则 x 为 n 次多项式, 且其最高次项系数为 1. 由上面的
讨论易知 ỹ 一定满足

1

βn

(x̃− ỹ) =
1

2n−1
Tn(t).

因此

ỹ = x̃− βn

2n−1
Tn

为 x̃ 在 M 中的最佳逼近元. 前几个低阶 Chebyshev 多项式的表达式容易得到

T0(t) = 1, T1(t) = t, T2(t) = 2t2 − 1,

T3(t) = 4t3 − 3t, T4(t) = 8t4 − 8t2 + 1.

一般地, 有

Tn(t) =
n

2

[n/2]∑
j=0

(−1)j
(n− j − 1)!

j!(n− 2j)!
(2t)n−2j , n ⩾ 1,

其中若 n 为偶数, 取 [n/2] = n/2, 若 n 为奇数, 则取 [n/2] = (n− 1)/2.

例 4.5.6 (最小二乘法)在实际观测问题中, 经常会遇到实际观测数据的处理问题: 已知量 y

与另外 n 个量 x1, x2, · · · , xn 之间为线性关系, 即存在常数 λ1, λ2, · · · , λn, 使得

y = λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn.

但这些常数 λ1, λ2, · · · , λn 是末知的. 为了确定这 n 个常数, 可以观测 m 次, 即得到 m 组

数据:
y(1) x

(1)
1 x

(1)
2 · · · x

(1)
n

y(2) x
(2)
1 x

(2)
2 · · · x

(2)
n

...
y(m) x

(m)
1 x

(m)
2 · · · x

(m)
n
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如果每次的观测都是绝对精确的, 原则上只要测量 n 次, 通过解 n 个变元 n 个方程的线性

方程组就可以求解出常数 λ1, λ2, · · · , λn. 但实际中任何观测都是有误差的, 由于这个原因
一般都多测几次, 即 m > n. 于是线性方程的个数就大于末知数的个数. 下面按下述原则来
确定系数 λ1, λ2, · · · , λn :

min
(a1,a2,··· ,an)∈Rn

m∑
j=1

∣∣∣∣∣y(j) −
n∑

i=1

aixi
(j)

∣∣∣∣∣
2

=
m∑
j=1

∣∣∣∣∣y(j) −
n∑

i=1

λixi
(j)

∣∣∣∣∣
2

.

确定系数 λ1, λ2, · · · , λn 这个问题实际上就化成了在空间 Rm 中, 求上表第一个列向量 y ∈
Rm 在后 n 个列向量 x1, x2, · · · , xn ∈ Rm 生成的线性子空间中的最佳逼近元问题. 实际
上, 这个问题可以抽象为 Hilbert 空间中的一个最佳逼近元问题: 设 H 为 Hilbert 空间,
x1, x2, · · · , xn, y ∈ H, 求解系数 λ1, λ2, · · · , λn ∈ K 使得

min
(a1,a2,··· ,an)∈Kn

∥∥∥∥∥y −
n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥y −
n∑

i=1

λixi

∥∥∥∥∥ .
即求解系数 λ1, λ2, · · · , λn, 使得

∑n
i=1 λixi 为 y 在 span {x1, x2, · · · , xn} 中的最佳逼近元.

不妨假设 {x1, x2, · · · , xn} 线性无关. 由定理 3.2.2, λ1, λ2, · · · , λn ∈ K 为上述问题的解当且
仅当

〈y − y0, xj〉 = 0, 1 ⩽ j ⩽ n,

其中 y0 =
∑n

i=1 λixi. 等价地, 有
n∑

i=1

λi 〈xi, xj〉 = 〈y, xj〉 , 1 ⩽ j ⩽ n.

由于 y 在 span {x1, x2, · · · , xn} 中的最佳逼近元存在且唯一, 并且我们已经假设 {xi}ni=1 线

性无关, 所以解 λ1, λ2, · · · , λn ∈ K 是唯一确定的, 从而上面的线性方程组的系数行列式不
为 0, 因此可以求得

λi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈y, x1〉 · · · 〈xn, x1〉
〈x1, x2〉 · · · 〈y, x2〉 · · · 〈xn, x2〉

...
...

...
〈x1, xn〉 · · · 〈y, xn〉 · · · 〈xn, xn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈x1, x1〉 · · · 〈xi, x1〉 · · · 〈xn, x1〉
〈x1, x2〉 · · · 〈xi, x2〉 · · · 〈xn, x2〉

...
...

...
〈x1, xn〉 · · · 〈xi, xn〉 · · · 〈xn, xn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

例 4.5.7 (三次样条函数) 给定区间 [a, b] 及其上的实值函数 x, 对于 [a, b] 的某一固定分划,
希望用分段多项式 y 去逼近 x, 即 y 在该分划的每个子区间上都为多项式, y 和 x 在该分划

的每个子区间端点处取相同的值,并且 y 在该分划子区间的端点处是若干次可微的. 如此得
到的 x 的逼近函数 y 虽然失去了解析性, 但在很多逼近和插值问题中还是很适用的. 如果
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该分划有 n 个子区间, 经典的揷值方法是利用揷值公式得到一个 n 次多项式, 它在该分划
子区间的端点处的值与 x 相同. 在区间的端点附近这样的揷值函数可以很好地逼近 x, 但对
于离子区间端点较远的点, 则可能产生相当大的误差.

我们来考虑 [a, b] 的三次样条. 给定区间 [a, b] 的一个分划 Pn :

a = t0 < t1 < · · · < tn = b.

t0, t1, · · · , tn 称为分划 Pn 的结点. 分划 Pn 对应的三次样条 Y (Pn) 是 [a, b] 上的所有二阶

连续可微实值函数 y ∈ C2[a, b], 使得在分划 Pn 的每一个子区间上 y 为次数不超过 3 的多
项式. 易见 Y (Pn) 为 C2[a, b] 的线性子空间.

给定 [a, b] 上的实函数 x 及 [a, b] 的分划 Pn, 我们希望用 Y (Pn) 中的函数来逼近 x, 一
个很自然的要求是 y 与 x 在所有结点 ti 处取相同的值. 我们将发现这样的 y 总是存在的,
并且如果指定 y 在端点 a 和 b 处的导数, 这样的 y 还是唯一的.

定理 4.5.4 设 x 是区间 [a, b] 上的实值函数, Pn 为 [a, b] 的分划, t0, t1, · · · , tn 为其结点, 且
k′
0, k

′
n 为给定常数. 则存在唯一的 y ∈ Y (Pn), 使得

y (ti) = x (ti) , 0 ⩽ i ⩽ n, (4.47)

y′ (t0) = k′
0, y′ (tn) = k′

n. (4.48)

证明 在每个子区间 [ti, ti+1] 上, 样条函数 y 为次数小于等于 3 的多项式 pi, 它必须满足

pi (ti) = x (ti) , pi (ti+1) = x (ti+1)

及

p′i (ti) = k′
i, p′i (ti+1) = k′

i+1,

其中 k′
0, k

′
n 已经给定, 而 k′

1, k
′
2, · · · , k′

n−1 待定. 下面将证明满足上述四个条件的 k′
1, k

′
2, · · · ,

k′
n−1 总是存在的. 直接计算可以证明, 满足上述四个条件的次数小于等于 3 的多项式 pi 是

唯一确定的, 且由下式给出:

pi(t) =x (ti) τ
2
i (t− ti+1)

2
[1 + 2τi (t− ti)]

+ x (ti+1) τ
2
i (t− ti)

2
[1− 2τi (t− ti+1)]

+ k′
iτ

2
i (t− ti) (t− ti+1)

2

+ k′
i+1τ

2
i (t− ti)

2
(t− ti+1) ,

其中 τi =
1

ti+1−ti
. 求导两次可得:

p′′i (ti) = −6τ2
i x (ti) + 6τ2

i x (ti+1)− 4τik
′
i − 2τik

′
i+1, (4.49)

p′′i (ti+1) = 6τ2
i x (ti)− 6τ2

i x (ti+1) + 2τik
′
i + 4τik

′
i+1. (4.50)

由于样条函数 y 属于 C2[a, b], 因此 y 在结点 ti 处两个相邻接的三次多项式 pi−1 和 pi 的

二阶导数一定相同, 即有

p′′i−1 (ti) = p′′i (ti) , 1 ⩽ i ⩽ n− 1.
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利用式 (4.49) 及式 (4.50), 这等价于

τi−1k
′
i−1 + 2 (τi + τi−1) k

′
i + τik

′
i+1 = 3

[
τ2
i−1∆xi + τ2

i ∆xi+1

]
,

其中 1 ⩽ i ⩽ n − 1,∆xi = x (ti) − x (ti−1) ,∆xi+1 = x (ti+1) − x (ti). 上面这个关于 n − 1

个末知数 k′
1, k

′
2, · · · , k′

n−1 的 n − 1 个线性方程组成的方程组有唯一的解. 事实上, 上述方
程组的系数矩阵都是非负的, 且对角线的元素均严格大于同一行余下元素的和, 即上述方程
组的系数矩阵满足行和判据, 因此由定理 1.4.4 知该系数矩阵为可逆的. 这就完成了定理的
证明.

最后来证明三次样条函数 y的一个极小性质. 假设在上述定理中的函数 x属于 C2[a, b],
并且条件 (4.48) 取如下的形式:

y′(a) = x′(a), y′(b) = x′(b). (4.51)

则 x′ − y′ 在端点 a, b 处为 0. 利用分部积分公式可得∫ b

a

y′′(t) [x′′(t)− y′′(t)]dt = −
∫ b

a

y′′′(t) [x′(t)− y′(t)]dt.

由于 y 在每个子区间 [ti, ti+1] 上为次数不超过 3 的多项式, 所以 y′′′ 在每个子区间 [ti, ti+1]

上为常函数. 因此上式中右端积分为 0 , 此处用到了假设条件 (4.47). 因此有∫ b

a

[x′′(t)− y′′(t)]
2 dt =

∫ b

a

x′′(t)2 dt−
∫ b

a

y′′(t)2 dt.

而上式左端为非负的, 因此有 ∫ b

a

x′′(t)2 dt ⩾
∫ b

a

y′′(t)2 dt,

并且当且仅当 x 为三次样条函数 y 时等号成立. 事实上, 如果 y = x, 则上述不等式等号自
然成立. 另外, 假设上述不等式等号成立, 则∫ b

a

[x′′(t)− y′′(t)]
2 dt = 0.

由于 x′′ − y′′ 为连续实值函数, 所以对所有 t ∈ [a, b] 有 x′′(t) = y′′(t), 从而存在常数 c ∈ R
使得 x′(t) = y′(t) + c 在 [a, b] 上成立. 利用假设条件 (4.51) 可得 c = 0, 即 x′(t) = y′(t). 再
利用 (4.47) 则有 x(t) = y(t), 即 x = y.
高阶样条函数及多变量样条函数问题要复杂得多, 我们不在这里讨论.

习题 4

1. 设 p 为赋范空间 X 上的次线性泛函, 满足 p(0) = 0, 且在 0 处连续. 求证: p 为连续

映射.
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2. 设 X 为线性空间, p : X → R, 使得任取 x, y ∈ X,λ ∈ K, 有

p(x+ y) ⩽ p(x) + p(y), p(λx) = |λ|p(x).

求证: p 为 X 上的半范数.
3. 设 a1, a2 ∈ R 固定, 考虑 R3 的线性子空间

Z =
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 = 0

}
,

及 Z 上的线性泛函 f (x1, x2, x3) = a1x1 + a2x2. 求出所有 f 到 R3 上的线性延拓及相应线

性泛函的范数, 其中 R3 赋予范数 ‖(x1, x2, x3)‖2 =
(
|x1|2 + |x2|2 + |x3|2

)1/2
.

4. 设 X 为赋范空间, M 为 X 的线性子空间, x0 ∈ X. 求证 x0 ∈ M̄ 当且仅当任取

f ∈ X ′, f |M = 0, 都有 f (x0) = 0.
5. 设 X 为可分赋范空间, 求证: 存在 X ′ 单位球面的可数子集 N , 使得任取 x ∈ X, 有

‖x‖ = supf∈N |f(x)|.
6. 设 X 为赋范空间, f ∈ X∗. 求证 : f ∈ X ′ 当且仅当 N(f) 为 X 的闭线性子空间.
7. 设 X 为赋范空间, M 为 X ′ 的非空子集, 求证: 若 span(M) = X ′, 则⋂

f∈M

N(f) = {0}.

8. 设 X 为赋范空间, M 为 X 的线性子空间, x ∈ X, 求证:

ρ(x,M) ⩾ sup {|f(x)| : f ∈ X ′, ‖f‖ ⩽ 1, f |M = 0} .

9. 考虑 c0 的线性子空间 M =
{
{xn} ∈ c0 :

∑∞
n=1

xn

2n
= 0
}

. 求证: 任取 x /∈ M,x 在

M 中无最佳逼近元.
10. 设 X 为赋范空间, M 为 X 的线性子空间, 令 ⊥ M = {f ∈ X ′ : f |M = 0}. 若

M1,M2 为 X 的闭线性子空间, 且 M1 6= M2. 求证: ⊥M1 6= ⊥M2.
11. 设赋范空间 X 包含 n 个线性无关的元素, 求证: X ′ 也包含至少 n 个线性无关的

元素.
12. 设 M 为赋范空间 X 的非空子集, 求证: M 在 X 中为完全集当且仅当在 M 上恒

为 0 的 f ∈ X ′ 在 X 上也恒为 0.
13. 设X,Y 为赋范空间 , T ∈ B(X,Y ), T ∗ ∈ B (Y ′, X ′)为其共轭算子. 求证: ⊥R(T ) =

N (T ∗).
14. 设 (X, d) 为度量空间. 求证: M ⊂ X 为无处稠密子集当且仅当 (M̄)c 为 X 的稠密

子集.
15. 证明: 非空完备度量空间的第一范畴子集的余集必为第二范畴子集.
16. 设 xn 为赋范空间 X 中的一列元, 任给 f ∈ X ′, f (xn) 都为纯量有界列. 求证:

{xn} 为有界列.
17. 设 X 为 Banach 空间, Y 为赋范空间, Tn ∈ B(X,Y ) 为一列有界线性算子, 设任取

x ∈ X, {Tnx} 都是 Y 中的柯西列, 求证: 存在常数 C ⩾ 0, 使得任取 n ⩾ 1, ‖Tn‖ ⩽ C.
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18. 在上题中又设 Y 为 Banach 空间, 求证: 存在 T ∈ B(X,Y ), 使得任取 x ∈ X,
Tnx → Tx, 且 ‖T‖ ⩽ supn⩾1 ‖Tn‖.

19. 设 X 为 Banach 空间, Y 为赋范空间, Tn ∈ B(X,Y ) 为一列有界线性算子. 证明
下述命题相互等价:

(1) 存在 C ⩾ 0, ‖Tn‖ ⩽ C;
(2) 任取 x ∈ X, {Tnx} 为 Y 中的有界列;
(3) 任取 x ∈ X, f ∈ Y ′, {f (Tnx)} 为纯量有界列.
20. 设 X 为赋范空间, xn, x ∈ X,xn → x. 求证 : x ∈ span {xn : n ⩾ 1}.
21. 设 X 为赋范空间, xn, x ∈ X,xn − x. 求证: 存在 yn 为 x1, x2, · · · 的线性组合, 使

得 yn → x.
22. 设 xn, x ∈ C[0, 1], xn →x. 求证: {xn} 点点收敛到 x, 即任取 t ∈ [0, 1], 有

xn(t) → x(t).
23. 设 X,Y 为赋范空间, T ∈ B(X,Y ), xn, x ∈ X,xn →x. 求证: Txn → Tx.
24. 设 X 为赋范空间 , xn, yn, x, y ∈ X,αn, α ∈ K, 假设 xn − x, yn → y, αn → α, 求证:

xn+ yn → x+ y, αnxn → αx.

25. 设 X 为可分 Banach 空间, M ⊂ X ′ 为有界集. 求证: M 中任意序列均有子列弱星

收敛到 X ′ 中某元.
26. 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为闭线性算子, 求证:
(1) N(T ) 为 X 的闭线性子空间;
(2) 若 T 为一一映射, 则 T−1 : Y → X 也为闭线性算子;
(3) T 将 X 的紧集映射到 Y 的闭集;
(4) Y 中紧集通过 T 的逆像为 X 的闭集.
27. 设 H 为 Hilbert 空间, A : H → H 为线性算子, 满足

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉, x, y ∈ H.

求证: A ∈ B(H).
28. 设 X 为 Banach空间, X1, X2 为 X 的闭线性子空间,假设任取 x ∈ X,存在唯一的

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, 使得 x = x1 + x2. 求证: 存在 a > 0, 使得 ‖x1‖ ⩽ a ‖x1 + x2‖ , ‖x2‖ ⩽
a ‖x1 + x2‖ , x1 ∈ X1, x2 ∈ X2.

29. 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为线性算子, 求证: T 为闭算子当且仅当任取

xn ∈ X,xn → 0, Txn → y, 都有 y = 0.
30. 设 X,Y 为赋范空间 , T ∈ B(X,Y ), S : X → Y 为闭算子. 求证: S + T 为闭算子.
31. 设 X 为 Banach 空间, Y 为赋范空间, D(T ) ⊂ X 为线性子空间, T : D(T ) → Y

为闭算子, 假设 T 为一一映射且 T−1 ∈ B(Y,X), 求证: R(T ) 为 Y 的闭线性子空间.
32. 设 X,Y 为 Banach 空间, D(T ) ⊂ X 为线性子空间, T : D(T ) → Y 为线性算子.

求证下述命题相互等价:
(1) 存在闭算子 T̃ , 使得 GT̃ = ḠT (此时称 T̃ 为 T 的闭延拓);
(2) 若 (0, y) ∈ ḠT , 则 y = 0.
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33. 设 X,Y 为 Banach 空间, T : X → Y 为有界线性算子且为单射. 求证: T−1 :

R(T ) → X 为有界线性算子当且仅当 R(T ) 为 Y 的闭线性子空间.
34. 设 X,Y 为 Banach 空间, T : X → Y 为有界线性算子且为一一映射. 求证: 存在

常数 α, β > 0, 使得
α‖x‖ ⩽ ‖Tx‖ ⩽ β‖x, x ∈ X.

35. 设 X,Y 为 Banach 空间, T : X → Y 为线性算子. 设任给 xn ∈ X,xn → 0, 对每
个 f ∈ Y ′, 都有 f (Txn) → 0. 求证: T ∈ B(X,Y ).

36. 设 xn 为 Banach 空间 X 中的序列, 任取 f ∈ X ′, 都有
∑∞

n=1 |f (xn)| < ∞. 求证:
存在常数 M ⩾ 0, 使得

∞∑
n=1

|f (xn)| ⩽ M‖f‖, f ∈ X ′.

37. 设 {yn} 为数列, 假设任取 {xn} ∈ ℓ1, 级数
∑

n⩾1 ynxn 均收敛. 求证: {yn} ∈ ℓ∞.
38. 设 X 为自反 Banach 空间, M 为 X 的闭线性子空间. 求证: M 也为自反 Banach

空间.
39. 设 X 为自反 Banach 空间, M 为 X 的闭线性子空间. 求证: 商空间 X/M 也为自

反 Banach 空间.
40. 设 X 为 Banach 空间, fn ∈ X ′. 假设任取 x ∈ X, 都有

∑∞
n=1 |fn(x)| < ∞. 求证:

存在 C ⩾ 0, 使得任取 F ∈ X ′′, 有
∞∑

n=1

|F (fn)| ⩽ C‖F‖

41. 设 X,Y 为赋范空间, T : X → Y 为线性算子, S : Y ′ → X ′ 也为线性算子. 假设任
取 f ∈ Y ′, x ∈ X, 有 S(f)(x) = f(Tx). 求证: S, T 均为有界线性算子.

42. 设 X 为严格凸赋范空间. 求证: 任取 x, y ∈ X 满足 ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x 6= y 及

0 < λ < 1, 均有 ‖λx+ (1− λ)y‖ < 1 成立.
43. 设 X 为严格凸赋范空间. 求证: 如果 X 的非零元 x, y 满足 ‖x + y‖ = ‖x‖+ ‖y‖,

则必存在正数 c, 使得 x = cy.
44. 设 X 为赋范空间, 假设任取 X 的非零元 x, y 满足 ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖, 必存在正

数 c, 使得 x = cy. 求证: X 为严格凸的.
45. 求证: Chebyshev 多项式 Tn 是微分方程(

1− t2
)
y′′ − ty′ + n2y = 0

的一个解.
46. 求证: Chebyshev 多项式 Tn 的所有零点均是实数, 总在 [−1, 1] 中, 且均为单重的.
47. 求证: Chebyshev 多项式 Tn 与 Tn−1 没有公共零点.
48. 设区间 [a, b] 的分划 Pn 的结点为 a = t0 < t1 < · · · < tn = b. 求证: 存在唯一的

n+ 1 个三次样条 y0, y1, · · · , yn, 使得

yi (tk) = δik, y′i(a) = y′i(b) = 0, (0 ⩽ i, k ⩽ n).
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问: {y0, y1, · · · , yn} 在线性空间 Y (Pn) 中线性无关吗?
49. 若区间 [a, b] 上的三次样条 y 为三阶连续可导函数, 求证: y 必为多项式.
50. 在 [a, b] 的相邻子区间上, 样条函数用同一个多项式来表示是可能的, 试举例说明.

对应于区间
[
−π

2
, π
2

]
的分划

{
−π

2
, 0, π

2

}
, 求 x(t) = sin(t) 的满足条件 (4.47) 及 (4.51) 的三

次样条函数 y.
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谱论是泛函分析的主要分支之一, 它是研究与某个算子有关的一些逆算子的性质及它
们与原算子的关系. 谱论在求解线性方程、积分方程、微分方程中有十分重要的应用. 算子
的谱论对于研究算子本身的性质也是很重要的. 在本章的第 1节里, 我们建立算子谱论的一
般性质, 在第 2 节里, 我们研究紧算子的谱理论. 而最后一节则主要建立 Hilbert 空间上自
伴算子的谱理论.

5.1 基本概念及例子

在这一节里我们将要介绍的闭线性算子特征值和特征向量的概念是高等数学中矩阵特

征值和特征向量的自然推广,但对于一般复 Banach空间上闭线性算子的谱理论较矩阵特征
值和特征向量的研究要复杂得多. 由于在谱论研究中需要利用复变函数的知识, 所以在研究
谱论时总是假设问题所在的 Banach 空间为复 Banach 空间. 实 Banach 空间上算子的谱论
也是存在的, 但远没有复 Banach 空间上算子的谱论完美.
线性算子的谱论起源于线性方程解存在性和唯一性问题的研究. 设 k ∈ C ([a, b]2), 对

于 x ∈ C[a, b], 考虑

(Tx)(s) =

∫ b

a

k(s, t)x(t)dt, s ∈ [a, b].

则易见 Tx ∈ C[a, b] 且 T ∈ B(C[a, b]). 如果 λ ∈ C, y ∈ C[a, b], 我们希望求解 x ∈ C[a, b]

满足积分方程

(λ− T )x(s) = y(s), s ∈ [a, b].

我们希望知道对什么样的 y ∈ C[a, b], 上述积分方程在 C[a, b] 中有解, 在有解的情况下什
么时候解才是唯一的. 我们还希望知道对怎样的 λ, 任取 y ∈ C[a, b], 上述方程有唯一的解
x ∈ C[a, b]. 这是谱论里面要讨论的标准问题.
若 T : Cn → Cn 为线性算子, 可以研究 T 的特征值和特征向量问题. 对于 Banach 空

间上的线性算子, 也有类似的概念. 这里仅仅讨论闭线性算子的谱理论, 一般线性算子的谱
理论要复杂得多且应用较少.

定义 5.1.1 设 X 为非零复 Banach 空间, D(A) 为 X 的线性子空间, A : D(A) → X 为闭

线性算子, λ ∈ C. 则用 λ−A 来简单表示算子 λIX −A, 其中 IX 为 X 上的恒等映射.
(1) 称 λ 为 A 的特征值, 也称为本征值, 如果存在 x0 ∈ D(A), x0 6= 0, 使得 Ax0 = λx0.

x0 称为 A 相对于特征值 λ 的特征向量. 所有相对于特征值 λ 的特征向量组成的集合称为

A 相对于特征值 λ 的特征空间. 所有 A 的特征值之集称为 A 的点谱, 记为 σp(A).
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(2) 若 λ−A : D(A) → X 为一一映射, 则称 λ 为 A 的正则值, A 的所有正则值之集称
为 A 的预解集, 记为 ρ(A).

若 λ ∈ C, A : D(A) → X 为闭算子. 则 λ − A : D(A) → X 也为闭算子. 事实上, 若
xn ∈ D(A), 使得

(xn, (λ−A)xn) → (x, y) ∈ X ×X,

即 xn → x, (λ−A)xn → y. 则 λxn → λx,因此 Axn → y−λx. 从而 (xn, Axn) → (x, y−λx).
利用 A 为闭算子这个假设可得 x ∈ D(A), Ax = y − λx, 或等价地, 有 (λ − A)x = y, 这说
明 (x, y) ∈ Gλ−A, 因此 λ−A 为闭算子.
若 λ ∈ ρ(A), 则由定义 λ − A : D(A) → X 为一一映射. 因此其逆映射 (λ − A)−1 :

X → X 有意义且为线性算子. 利用 λ−A 为闭算子这个事实, 易证 (λ−A)−1 也为闭算子.
事实上, (x, y) ∈ Gλ−A 当且仅当 (y, x) ∈ G(λ−A)−1 . 由于 X 为 Banach 空间, 由闭图像定理
有 (λ−A)−1 ∈ B(X).
若 X 为有限维赋范空间, D(A) = X,A : X → X 为线性算子, λ ∈ C. 若 λ 不为 A 的

特征值, 即 λ /∈ σp(A) 则 λ − A : X → X 为单射, 由于 dim(X) < ∞, 所以 λ − A 也必为

满射. 因此 λ − A 为一一映射. 由定义有 λ ∈ ρ(A). 因此任意固定 λ ∈ C, 或者为 A 的特

征值, 或者为 A 的正则值, 此时还有 (λ − A)−1 ∈ B(X). 换句话讲, C = σp(A) ∪ ρ(A), 且
σp(A) ∩ ρ(A) = ∅. 若 X 为无穷维 Banach 空间, 除了上述两种情况, 还会有另外两种情况
可能发生.

定义 5.1.2 设 X 为非零复 Banach 空间, D(A) 为 X 的线性子空间, A : D(A) → X 为闭

线性算子, λ ∈ C. 设 λ−A 为单射, 且不为满射 (即 λ /∈ σp(A) ∪ ρ(A) ).
(1) 若 R(λ−A) = X, 则称 λ 为 A 的连续谱点, 所有 A 的连续谱点之集称为 A 的连

续谱, 记为 σc(A).
(2) 若 R(λ−A) & X, 则称 λ 为 A 的剩余谱点, 所有 A 的剩余谱点之集称为 A 的剩

余谱, 记为 σr(A).
(3) 记 σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A), 称 σ(A) 为 A 的谱, 也称为 A 的谱集.

由定义可以看出, σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A) 为不交的并, 且 C = ρ(A) ∪ σ(A) 也

为不交的并. 也就是说, 复平面 C 一方面可以分割为两部分, 即 σ(A) 和 ρ(A), 另一方面可
以分割为四部分, 即 σp(A), σc(A), σr(A) 和 ρ(A). 下面我们举例来说明 σc(A) 和 σr(A) 都

可能不是空集.

例 5.1.1 考虑连续函数空间 C[0, 1], 其上赋予范数

‖x‖∞ = max
0⩽t⩽1

|x(t)|, x ∈ C[0, 1].

则 C[0, 1] 为 Banach 空间. 考虑算子 A : C[0, 1] → C[0, 1],

(Ax)(t) = tx(t), t ∈ [0, 1].

显然 A 有意义且为线性算子. 由于 |(Ax)(t)| ⩽ t|x(t)| ⩽ ‖x‖∞, 所以 A ∈ B(C[0, 1]), 且
‖A‖ ⩽ 1. 取 x = 1, 则有 ‖x‖∞ = 1, (Ax)(t) = t, ‖Ax‖∞ = 1. 从而 ‖A‖ ⩾ 1. 因此 ‖A‖ = 1.
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若 λ ∈ C, x ∈ C[0, 1] 满足 (λ−A)x = 0. 则任取 t ∈ [0, 1], (λ− t)x(t) = 0. 这说明 x 仅

可能在一点不为 0 ,由于 x为连续函数,所以 x = 0. 因此 λ−A为单射. 这说明 σp(A) = ∅.
若 λ ∈ C\[0, 1], 则任取 y ∈ C[0, 1], 考虑 x(t) = y(t)

λ−t
. 易见 x ∈ C[0, 1], 且 (λ− A)x =

y. 这说明 λ − A 为满射, 又由上面的讨论知 λ − A 总是单射, 从而 λ − A 为一一映射. 即
λ ∈ ρ(A). 因此 C\[0, 1] ⊂ ρ(A).

若 λ ∈ [0, 1]. 任取 y ∈ R(λ−A),存在 x ∈ C[0, 1]使得 λx−Ax = y. 因此 y(t) = (λ−t),
x(t). 所以 y(λ) = 0. 若 z ∈ R(λ−A),则存在 zn ∈ R(λ−A),使得 ‖z − zn‖∞ → 0. 这可以
推出 zn(λ) → z(λ). 由于 zn(λ) = 0, 所以 z(λ) = 0. 这说明 R(λ−A) & C[0, 1], 事实上, 恒
为 1的连续函数不在 R(λ−A)中,这是由于恒为 1的函数在 λ点不为 0. 这说明 λ ∈ σr(A).
因此 [0, 1] ⊂ σr(A). 由于 (C\[0, 1])∪[0, 1] = C,且 ρ(A), σr(A), σc(A), σp(A)两两不交,所以
ρ(A) = C\[0, 1], σ(A) = σr(A) = [0, 1], σc(A) = σp(A) = ∅.若 λ ∈ C\[0, 1], x ∈ C[0, 1],
则逆算子 (λ−A)−1 为有界线性算子且由下式给出[

(λ−A)−1x
]
(t) =

x(t)

λ− t
, t ∈ [0, 1].

例 5.1.2 设 {αn} 为严格单调递减到 0 的数列. A ∈ B (ℓ2) 定义为

A (x1, x2, x3, · · · ) = (α1x1, α2x2, α3x3, · · · ) .

A 显然有意义, 且易证 ‖A‖ = α1. 设 en = {δnj} ∈ ℓ2 为第 n 项为 1 , 其余项都为 0 的数
列. 则显然有 Aen = αnen. 这说明 αn ∈ σp(A). 因此 {αn : n ⩾ 1} ⊂ σp(A).

A 显然是单射. 但 R(A) & ℓ2, 事实上若 A 为满射, 则 A 为一一映射, 由开映射定理,
A−1 ∈ B (ℓ2), 但 A−1en = 1

αn
en, 因此 ‖A‖ ⩾ 1

αn
. 由假设 αn → 0 有 1

αn
→ ∞. 矛盾! 因此

A 不为满射. 从而 0 ∈ σ(A).
任给 ε > 0, y = (y1, y2, y3, · · · ) ∈ ℓ2, 存在 n0 ⩾ 1, 使得若

y(n0) = (x1, x2, · · · , xn0
, 0, 0, · · · ) ∈ ℓ2,

则
∥∥y − y(n0)

∥∥
2
< ε. 令

x(n0) =

(
x1

α1

,
x2

α2

, · · · , xn0

αn0

, 0, 0, · · ·
)

∈ ℓ2,

则易证 Ax(n0) = y(n0). 这说明 y(n0) ∈ R(A). 因此 R(A) = ℓ2. 于是 0 ∈ σc(A).
若 λ /∈ {αn : n ⩾ 1}, 且 λ 6= 0. 则存在常数 C ⩾ 0, 使得任取 n ⩾ 1, 成立

1

|λ− αn|
⩽ C. (5.1)

我们有

(λ−A) (x1, x2, x3, · · · ) = ((λ− α1)x1, (λ− α2)x2, (λ− α3)x3, · · · ) .

易证 λ − A 为单射. 任取 y = {yn} ∈ ℓ2, 令 x =
{

yn

λ−αn

}
. 则由式 (5.1) 知 x ∈ ℓ2. 容易验

证 (λ− A)x = y. 因此 A 为满射, 从而 A 为一一映射. 这说明 λ ∈ ρ(A). 这样就证明了

C\
(
{αn : n ⩾ 1}

⋃
{0}
)
⊂ ρ(A).
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因此 σp(A) = {αn : n ⩾ 1} , σc(A) = {0}, σr(A) = ∅, 且

ρ(A) = C\ ({αn : n ⩾ 1} ∪ {0}) .

若 X 为复 Banach 空间 , A : D(A) → X 为闭算子. 称

R(λ,A) = (λ−A)−1, λ ∈ ρ(A)

为 A 的预解式. 由上面的讨论知此时 R(λ,A) ∈ B(X). 下面证明一个关于预解式的著名等
式, 它是进一步研究闭算子谱论的基础.

定理 5.1.1 (预解式等式) 设 X 为复 Banach 空间, A : D(A) → X 为闭线性算子. 则任给
λ, µ ∈ ρ(A), 有

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).

证明 由于 µ ∈ ρ(A), 所以 λ − A : D(A) → X 为一一映射, R(µ,A) ∈ B(X), 且 (µ −
A)R(µ,A) = IX . 因此

R(λ,A) = R(λ,A)IX = R(λ,A)(µ−A)R(µ,A)

= R(λ,A)((λ−A) + (µ− λ))R(µ,A)

= (IX + (µ− λ)R(λ,A))R(µ,A)

= R(µ,A) + (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).

因此有

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).

引理 5.1.1 (J. von Neumann) 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ B(X) 满足 ‖A‖ < 1. 则 1−A

在 B(X) 中可逆, 即 1−A 为一一映射, R(1, A) ∈ B(X). 进一步地, 有

‖R(1, A)‖ ⩽ 1

1− ‖A‖
.

证明 对于 n ⩾ 1, 令
Sn = 1 +A+A2 + · · ·+An ∈ B(X).

若 m,n ⩾ 1, 有

‖Sm+n − Sn‖ =
∥∥An+1 +An+2 + · · ·+An+m

∥∥
⩽
∥∥An+1

∥∥+ ∥∥An+2
∥∥+ · · ·+

∥∥An+m
∥∥

⩽ ‖A‖nn+1 + ‖A‖nn+2 + · · ·+ ‖A‖n+m

⩽ ‖A‖n+ 1

1− ‖A‖
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由假设 ‖A‖ < 1, 所以 ‖A‖n+1 → 0. 因此 {Sn} 为 B(X) 中的柯西列. 由于 X 为 Banach
空间, 所以 B(X) 也为 Banach 空间. 存在 S ∈ B(X), 使得 Sn → S. 又

S(1−A) = lim
n→∞

SnA = lim
n→∞

(
1 +A+A2 + · · ·+An

)
(1−A)

= lim
n→∞

(
1−An+1

)
= IX .

在上式中我们用到了 ‖An+1‖ ⩽ ‖A‖n+1 → 0这个事实. 类似可证 (1-A) S = IX . 因此 1−A

为一一映射, 且 (1−A)−1 = S ∈ B(X). 另外∥∥(1−A)−1
∥∥ = ‖S‖ = lim

n→∞
‖Sn‖ ⩽ lim

n→∞

(
1 + ‖A‖+ ‖A‖2 + · · ·+ ‖A‖n

)
⩽ 1

1− ‖A‖
.

定理 5.1.2 设 X 为复 Banach 空间, A : D(A) → X 为闭线性算子. 则 ρ(A) 为 C 的开集.

证明 我们不妨设 ρ(A) 6= ∅. 设 λ0 ∈ ρ(A). 则 λ0 −A : D(A) → X 为一一映射, 且

(λ0 −A)R (λ0, A) = IX .

若 λ ∈ C. 则

λ−A = λ0 −A+ (λ− λ0) = (1 + (λ− λ0)R (λ0, A)) (λ0 −A) . (5.2)

由上一引理, 当 |λ− λ0| < 1
∥R(λ0,A)∥ , 或等价地, |λ− λ0| ‖R (λ0, A)‖ < 1 时, 1 + (λ− λ0)

R (λ0, A) 为从 X 到 X 的一一映射. 由于 λ0 − A 为从 D(A) 到 X 的一一映射, 所以此时
λ−A 为从 D(A) 到 X 的一一映射. 即 λ ∈ ρ(A). 这样证明了只要

|λ− λ0| <
1

‖R (λ0, A)‖
,

就有 λ ∈ ρ(A), 即复平面中以 λ0 为中心以
1

∥R(λ0,A)∥ 为半径的开圆盘包含在 ρ(A) 中. 因此
ρ(A) 是 C 的开集.

为了进一步地研究闭算子的谱, 需要引入向量值连续函数和向量值解析函数的概念, 这
可以视为纯量连续函数和纯量解析函数概念的推广.

定义 5.1.3 设 Ω ⊂ C 为开集, X 为复 Banach 空间, f : Ω → X 为映射, t0 ∈ Ω. 若任取
ε > 0, 存在 δ > 0, 任给 t ∈ Ω, |t− t0| < δ, 都有

‖f(t)− f (t0)‖ < ε,

则称 f 在 t0 处连续. 若 F 在 Ω 上处处连续, 则称 f 为连续函数. 若存在 a ∈ X, 使得任取
ε > 0, 存在 δ > 0, 任给 t ∈ Ω, 0 < |t− t0| < δ, 都有∥∥∥∥f(t)− f (t0)

t− t0
− a

∥∥∥∥ < ε,

则称 f 在 t0 处可导, 称 a 为 f 在 t0 处的导数, 记为 f ′ (t0). 若 f 为处处可导的, 则称 f 为

Ω 上的解析函数.
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当 X = K 时, 上面定义的连续性和可导性与纯量情形已有的定义吻合. 若 f : Ω → X

为解析函数, 则任取 ϕ ∈ X ′, ϕ◦f 为定义在 Ω 上取值于 C 中的解析函数, 由定义易证此时
f 必为连续函数. 另外, 若 f : Ω → X 为连续函数, 则任取 ϕ ∈ X ′, ϕ◦f 为定义在 Ω 上取值

于 C 中的连续函数.

定理 5.1.3 设 X 为复 Banach 空间, A : D(A) → X 为闭线性算子. 则 A 的预解式

ρ(A) → B(X)λ 7→ R(λ,A)

为解析函数.

证明 设 λ0 ∈ ρ(A). 由上一定理的证明过程, 若

|λ− λ0| <
1

2 ‖R (λ0, A)‖
,

则 λ ∈ ρ(A), 且由式 (5.2) 有

λ−A = (1 + (λ− λ0)R (λ0, A)) (λ0 −A) .

因此

R(λ,A) = R (λ0, A) (1 + (λ− λ0)R (λ0, A))
−1

.

利用引理 5.1.1 知

‖R(λ,A)‖ =
∥∥∥R (λ0, A) (1 + (λ− λ0)R (λ0, A))

−1
∥∥∥

⩽ ‖R (λ0, A)‖ ‖ (1 + (λ− λ0)R (λ0, A))
−1

⩽ ‖R (λ0, A)‖
∞∑

n=0

‖(λ− λ0)R (λ0, A)‖n

⩽ ‖R (λ0, A)‖
∞∑

n=0

1

2n
= 2 ‖R (λ0, A)‖ .

(5.3)

因此 R(λ,A) 在以 λ0 为中心
1

2∥R(λ0,A)∥ 为半径的开球内为有界的. 由定理 5.1.1, 若 λ ∈
ρ(A), 则

R(λ,A)−R (λ0, A) = (λ0 − λ)R (λ0, A)R(λ,A).

因此当 |λ− λ0| < 1
2∥R(λ0,A)∥ 时, 利用式 (5.3) 有

‖R(λ,A)−R (λ0, A)‖ ⩽ 2 ‖R (λ0, A)‖2 |λ− λ0| .

因此预解式 R(λ,A) 在 λ0 处连续. 再次利用定理 5.1.1, 若 λ ∈ ρ(A), 成立

R(λ,A)−R (λ0, A)

λ− λ0

= −R(λ,A)R (λ0, A) .

由已证 R(λ,A) 在 λ0 处的连续性, 当 λ → λ0 时, 有∥∥∥∥R(λ,A)−R (λ0, A)

λ− λ0

−
(
−R (λ0, A)

2
)∥∥∥∥
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=
∥∥∥R(λ,A)R (λ0, A)−R (λ0, A)

2
∥∥∥

⩽ ‖R(λ,A)−R (λ0, A)‖ ‖R (λ0, A)‖ → 0.

这就证明了 ρ(A) 在 λ0 处的可导性, 且 R(λ,A) 在 λ0 处的导数为 −R (λ0, A)
2. 由于

λ0 ∈ ρ(A) 为任选的, 所以预解式 R(λ,A) 为 ρ(A) 上的解析函数.

定理 5.1.4 (Gelfand-Mazur) 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ B(X). 则 σ(A) 6= ∅. 证明若
A = 0, 则 0 ∈ σ(A), 因此 σ(A) 6= ∅. 下设 A 6= 0. 假设 σ(A) = ∅, 则 ρ(A) = C. 从而预
解式 R(λ,A) 为整个复平面上的解析函数. 若 |λ| > 2‖A‖, 或等价地,

∥∥A
λ

∥∥ < 1
2
, 则由等式

λ−A = λ
(
1− A

λ

)
及引理 5.1.1, 有 λ ∈ ρ(A), 且

‖R(λ,A)‖ =
1

|λ|

∥∥∥∥∥
(
1− A

λ

)−1
∥∥∥∥∥ ⩽ 1

|λ|
1

1− 1
2

=
2

|λ|
⩽ 1

‖A‖
. (5.4)

任取 ϕ ∈ B(X)′, 由定理 5.1.3 知 λ → ϕ(R(λ,A)) 为 C 上的解析函数, 因此为 C 上的连续
函数. 复平面上以 0 为中心 2‖A‖ 为半径的闭球 B̄C(0, 2‖A‖) 为有界闭集, 因此存在 C > 0,
使得任取 λ ∈ B̄C(0, 2‖A‖), 有 |ϕ(R(λ,A))| ⩽ C.
另外, 任取 λ /∈ B̄C(0, 2‖A‖), 或等价地, |λ| > 2‖A‖, 由式 (5.4) 有

|ϕ(R(λ,A))| ⩽ ‖ϕ‖
‖A‖

.

这说明 λ → ϕ(R(λ,A)) 为 C 上的有界解析函数. 由 Liouville 定理得到 λ → ϕ(R(λ,A)) 为

常函数, 即存在仅与 ϕ 有关的常数 cϕ, 使得

ϕ(R(λ,A)) = cϕ, λ ∈ C. (5.5)

利用定理 5.1.1, 若 λ 6= µ, 则

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).

由于 R(λ,A) 和 R(µ,A) 均为一一映射, 所以复合算子 R(λ,A)R(µ,A) 也为一一映射, 特别
地, R(λ,A)R(µ,A) 6= 0, 因此 R(λ,A) 6= R(µ,A). 由 Hahn-Banach 定理, 存在 ϕ ∈ B(X)′,
使得 ϕ(R(λ,A)) 6= ϕ(R(µ,A)). 这与式 (5.5) 矛盾. 所以 σ(A) 6= ∅.

引理 5.1.2 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ B(X). 则

σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ⩽ ‖A‖},

且 σ(A) 为有界闭集.

证明 从上一定理的证明过程, 任取 |λ| > ‖A‖, 有 λ ∈ ρ(A). 因此

σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ⩽ ‖A‖}.

又由定理 5.1.2, ρ(A) 为开集, 因此 ρ(A) = C\ρ(A) 为有界闭集.
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定义 5.1.4 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ B(X). 称

r(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|

为 A 的谱半径.

由上个推论, 我们总有 r(A) ⩽ ‖A‖. 下面这个定理可以用来计算有界线性算子 A 的谱

半径.

定理 5.1.5 (I. M. Gelfand) 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ B(X). 则极限 limn→∞ ‖An‖ 1/n

存在, 且
r(A) = lim

n→∞
‖An‖1/n .

证明 我们首先证明极限 limn→∞ ‖An‖ 1/n 的存在性. 为此, 令

r = inf
n⩾1

‖An‖1/n .

显然有

r = inf
n⩾1

‖An‖ 1/n ⩽ lim
n→∞

‖An‖ 1/n.

任取 ε > 0, 存在 n0 ⩾ 1, 使得 ‖An0‖ 1/n0 < r + ε. 若 n ⩾ 1, 则存在唯一的 k ⩾ 0, 0 ⩽ m <

n0, 使得 n = kn0 +m. 此时有

‖An‖ =
∥∥∥(An0)

k
Am
∥∥∥ ⩽ ‖An0‖ k ‖Am‖ .

因此

‖An‖1/n ⩽
(
‖An0‖1/n0

) kn0
n

‖A‖m
n .

由于 limn→∞
kn0

n
= 1, limn→∞ ‖A‖m

n
= 1, 所以

lim
n→∞

‖An‖1/n ⩽ r + ε.

令 ε → 0+, 则有
lim
n→∞

‖An‖1/n ⩽ r ⩽ lim
n→∞

‖An‖1/n .

这说明 limn→∞ ‖An‖ 1/n 存在, 且

lim
n→∞

‖An‖1/n = inf
n⩾1

‖An‖1/n .

若 |λ| > r, 则存在足够小的 ε > 0 及 N ⩾ 1, 使得任给 n ⩾ N , 成立

‖An‖1/n ⩽ r + ε < |λ|.

此时有 ‖An‖ ⩽ (r + ε)n. 考虑级数
∑

k⩾0
Ak

λk+1 . 令

Sn =
n∑

k=0

Ak

λk+1
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为其前 n 项和. 若 n,m ⩾ 1, 则

‖Sn+m − Sn‖ =

∥∥∥∥∥
n+m∑

k=n+1

Ak

λk+1

∥∥∥∥∥ ⩽
n+m∑

k=n+1

∥∥∥∥ Ak

λk+1

∥∥∥∥ ⩽ 1

|λ|

n+m∑
k=n+1

(
r + ε

|λ|

)k

⩽ |λ|
|λ| − r − ε

(
r + ε

|λ|

)n+1

.

由于 r+ε
|λ| < 1, 所以当 n → ∞ 时, 上式右端收敛到 0. 因此 {Sn} 为 B(X) 中的柯西列, 即

级数
∑

k⩾0
Ak

λk+1 在 B(X) 中收敛. 令 S =
∑∞

k=0
Ak

λk+1 . 容易验证

(λ−A)Sn = IX −
(
A

λ

)n+1

= Sn(λ−A).

利用
∥∥A

λ

∥∥ < 1, 令 n → ∞ 有

(λ−A)S = S(λ−A) = IX . (5.6)

事实上, 可以得到

‖(λ−A)Sn − (λ−A)S‖ = ‖(λ−A) (Sn − S)‖

⩽ ‖λ−A‖ ‖Sn − S‖ → 0.

式 (5.6) 意味着 λ− A 为一一映射, 从而 λ ∈ ρ(A). 于是 {λ ∈ C : |λ| > r} ⊂ ρ(A). 由谱半
径的定义有 r(A) ⩽ r, 且

R(λ,A) =
∞∑
k=0

Ak

λk+1
, |λ| > r.

任取 ϕ ∈ B(X)′ 及 |λ| > r, 有

ϕ(R(λ,A)) =
∞∑
k=0

ϕ
(
Ak
)

λk+1
.

由于 R(λ,A) 为 λ 的解析函数, 所以 ϕ(R(λ,A)) 为区域

{λ ∈ C : |λ| > r(A)}

上的解析函数, 而
∑∞

k=0

ϕ(Ak)
λk+1 为其在区域 {λ ∈ C : |λ| > r} 上的 Laurent 展开式, 因此其

在更大的区域 {λ ∈ C : |λ| > r(A)} 上有相同的 Laurent 展开式
∑∞

k=0

ϕ(Ak)
λk+1 . 特别地, 任取

ε > 0 , 级数
∞∑
k=0

ϕ
(
Ak
)

(r(A) + ε)k+1

在 C 中收敛. 因此有

sup
k⩾0

∣∣∣∣∣ ϕ
(
Ak
)

(r(A) + ε)k+1

∣∣∣∣∣ < ∞.
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考虑典范映射 J : B(X) → B(X)′′, 则上式意味着

sup
k⩾0

∣∣∣∣∣
[
J
(
Ak
)]

(ϕ)

(r(A) + ε)k+1

∣∣∣∣∣ < ∞.

由于 B(X)′ 为 Banach 空间, 利用一致有界性原理有

C = sup
k⩾0

∥∥J (Ak
)∥∥

(r(A) + ε)k+1
< ∞.

由于
∥∥J (Ak

)∥∥ =
∥∥Ak

∥∥, 所以由上式有∥∥Ak
∥∥ ⩽ C(r(A) + ε)k+1,

或等价地, ∥∥Ak
∥∥1/k ⩽ C1/k(r(A) + ε)

k+1
k .

因此有

lim
k→∞

∥∥Ak
∥∥ 1/k ⩽ r(A) + ε.

再令 ε → 0+ 有

r = lim
k→∞

∥∥Ak
∥∥ 1/k ⩽ r(A).

由于上面已证 r(A) ⩽ r, 这就证明了 r(A) = limk→∞
∥∥Ak

∥∥1/k.

下面我们来计算两个有界线性算子的谱半径.

例 5.1.3 设 A ∈ B (Cn), 则 A 可以视为一个 n 阶方阵. 若 λ ∈ C, 则

λ ∈ ρ(A) ⇔ λ−A 为一一映射⇔ det(λ−A) 6= 0.

若 λ1, λ2, · · · , λn 为 A 的特征多项式 det(λ−A) 的根, 则

σ(A) = {λ1, λ2, · · · , λn} .

因此 r(A) = max1⩽i⩽n |λi|.

例 5.1.4 在连续函数空间 C[0, 1] 上定义算子 A :

(Ax)(t) =

∫ t

0

x(s)ds, x ∈ C[0, 1], t ∈ [0, 1].

A 显然有意义且为线性算子, 易证 ‖A‖ ⩽ 1. 若 λ ∈ C, x ∈ C[0, 1] 满足 Ax = λx, 即∫ t

0

x(s)ds = λx(t), t ∈ [0, 1].

若 λ = 0, 则
∫ t

0
x(s)ds = 0, 因此 x = 0. 这说明 0 /∈ σp(A). 若 λ 6= 0, 则由上式知 x ∈

C1[0, 1], x(0) = 0, 且 λx′(t) = x(t). 此方程的解为 x(t) = Cet/λ, 其中 C 为常数. 由 x(0) =

0 知 C = 0, 因此 x = 0. 这意味着 λ /∈ σp(A). 这就证明了 σp(A) = ∅.
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任取 y ∈ R(A), 存在 x ∈ C[0, 1], 使得 y(t) =
∫ t

0
x(s)ds. 因此 y(0) = 0. 若 y ∈ R(A),

则存在 yn ∈ R(A), ‖y − yn‖∞ → 0. 因此有 yn(0) → y(0). 利用 yn(0) = 0 可得 y(0) = 0.
由此可以推知 R(A) & C[0, 1]. 事实上, 恒为 1 的连续函数不在 R(A) 中. 这就证明了
0 ∈ σr(A).
若 x ∈ C[0, 1], n ⩾ 1, 则

(Anx) (t) =

∫ t

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

x(s)ds dtn−1 · · · dt1.

因此

|(Anx) (t)| ⩽ ‖x‖∞
∫ t

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

ds dtn−1 · · · dt1 = ‖x‖∞
tn

n!
⩽ ‖x‖∞

n!
.

所以 ‖An‖ ⩽ 1
n!

, 从而 ‖An‖ 1/n ⩽ 1
(n!)1/n

→ 0. 应用上一定理有 r(A) = 0. 于是 σ(A) 中没

有非零元, 所以 σ(A) = σr(A) = {0}.

5.2 紧算子的谱论

紧算子是一类特殊的有界线性算子, 它具有许多一般有界线性算子所不具备的性质, 它
曾是泛函分析早期研究的雏形, 其性质与有限维空间上线性算子的某些性质极为相似. 紧算
子的谱理论是一套十分完美的理论体系, 被称为 Riesz-Schauder 理论. 紧算子及其谱理论
在积分方程和微分方程的求解, 以及算子理论和算子代数等领域有着重要应用.
分析中遇到的很多算子都是紧算子. 紧算子的理论体系是从形如

(T − λ)x(s) = y(s), s ∈ [a, b]

的积分方程理论产生出来的, 其中

(Tx)(s) =

∫ b

a

k(s, t)x(t)dt,

λ ∈ C 为常数, 二元连续函数 k 称为核函数. 当 y ∈ C[a, b] 时, 我们希望在 C[a, b] 中求解

x. 上面定义的 T 为紧算子. 上述积分方程解的存在性与唯一性就与紧算子 T 的谱结构有

着十分直接的联系.

定义 5.2.1 设 X,Y 为赋范空间, A : X → Y 为线性算子. 称 A 为紧算子, 如果任取 {xn}
为 X 的有界列, {Axn} 在 Y 中总有收敛子列. 所有从 X 到 Y 的紧算子之集记为 K(X,
Y ), 若 X = Y , 则简记其为 K(X).

注 5.2.1 (1) 由定义易证 A 为紧算子当且仅当任取 xn ∈ X, ‖xn‖ ⩽ 1, {Axn} 在 Y 中有收

敛子列. 因此 A 为紧算子当且仅当 X 的单位闭球 B̄X(0, 1) 在 A 下的像 A
(
B̄X(0, 1)

)
为

Y 的相对紧集. 由于相对紧集必为有界集, 因此紧算子均为有界线性算子, 即

K(X,Y ) ⊂ B(X,Y ).
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(2) 若存在 f1, f2, · · · , fn ∈ X ′, y1, y2, · · · , yn ∈ Y , 使得

Ax =
n∑

k=1

fk(x)yk, x ∈ X,

则称 A 为有限秩算子. 此时总有 A ∈ K(X,Y ). 事实上, 若 {xn} 为 X 的有界列, 则 {Axn}
为 R (A) 中的有界列. 由于

R(A) ⊂ span {y1, y2, · · · , yn} ,

所以 dim(R(A)) ⩽ n < ∞. 由定理 2.3.3, {Axn} 有收敛子列. 即 A 为紧算子.
(3) 若 dim(X) < ∞, 则 B(X,Y ) = K(X,Y ). 事实上, 若 A ∈ B(X,Y ), 由定理 2.3.3,

此时 X 的单位闭球 B̄X(0, 1) 为紧集. 因此, 由定理 1.3.13, B̄X(0, 1) 通过连续映射 A 的像

A
(
B̄X(0, 1)

)
还为紧集. 所以 A 为紧算子.

(4) 若 Z 也为赋范空间, A ∈ B(X,Y ), B ∈ B(Y, Z), 且 A,B 中至少一个算子为紧算

子, 则 BA ∈ K(X,Z). 事实上, 若 A ∈ K(X,Y ), 则任取 {xn} 为 X 的有界列, {Axn} 在
Y 中有收敛子列, 设为 Axnk

→ y. 由于 B 为连续映射, (BA)xnk
→ By. 这说明 {(BA)xn}

在 Z 中有收敛子列, 因此 BA ∈ K(X,Z). 若 B ∈ K(Y, Z), 任取 {xn} 为 X 的有界

列. 则由于 A 为有界线性算子, {Axn} 为 Y 中的有界列, 再利用 B 为紧算子这个假设, 列
{BA)xn} = {B (Axn)} 必在 Z 中有收敛子列. 因此也有 BA ∈ K(X,Z).

定理 5.2.1 设 X,Y 为赋范空间. 则
(1) K(X,Y ) 为 B(X,Y ) 的线性子空间;
(2) 若 Y 为 Banach 空间, 则 K(X,Y ) 为 B(X,Y ) 的闭线性子空间, 从而也为 Banach

空间.

证明 (1) 设 A,B ∈ K(X,Y ), α, β ∈ K. 若 {xn} 为 X 的有界列, 则由 A 的紧性, 存在
{Axn} 的收敛子列 {Axnk

}. 又由假设 B 也为紧算子, {xnk
} 为有界列, 所以 {Bxnk

} 也
有收敛子列

{
Bxnkh

}
.
{
Axnkh

}
为收敛列 {Axnk

} 的子列, 所以
{
Axnkh

}
也收敛. 因此{

(αA+ βB)xnkh

}
收敛列. 这说明 αA + βB ∈ K(X,Y ). 所以 K(X,Y ) 为 B(X,Y ) 的线

性子空间.
(2) 设 Y 为 Banach 空间, An ∈ K(X,Y ), A ∈ B(X,Y ), 且 ‖An −A‖ → 0. 要证明 A

为紧算子, 仅需证 A
(
B̄X(0, 1)

)
为 Y 的相对紧集. 由于 Y 为 Banach 空间, 由定理 1.3.1,

仅需证 A
(
B̄X(0, 1)

)
为完全有界集.

任取 ε > 0, 存在 N ⩾ 1, 使得 ‖AN −A‖ < ε
3
. 由 AN 的紧性, AN

(
B̄X(0, 1)

)
为相对

紧集, 从而也为完全有界集. 设

y1, y2, · · · , yk ∈ AN

(
B̄X(0, 1)

)
为其 ε

3
− 网. 则存在 x1, x2, · · · , xk ∈ B̄X(0, 1), 使得 yi = ANxi. 下证

Ax1, Ax2, · · · , Axk
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为 A
(
B̄X(0, 1)

)
的 ε-网. 任取 x ∈ B̄X(0, 1), 存在 1 ⩽ i ⩽ k, 使得 ‖ANx−ANxi‖ < ε

3
. 此

时有

‖Ax−Axi‖ ⩽ ‖Ax−ANx‖+ ‖ANx−ANxi‖+ ‖ANxi −Axi‖

⩽ ‖A−AN‖ (‖x‖+ ‖xi‖) + ‖ANx−ANxi‖

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

这就证明了 Ax1, Ax2, · · · , Axk 为 A
(
B̄X(0, 1)

)
的 ε-网. 因此 A ∈ K(X,Y ).

例 5.2.1 考虑定义在 ℓ2 上的线性算子

A ({xn}) =
{xn

n

}
, {xn} ∈ ℓ2.

易证 A ∈ B (ℓ2), 且 ‖A‖ = 1.
若 m ⩾ 1, 考虑 ℓ2 上的线性算子

Am ({xn}) =
(
x1,

x2

2
, · · · , xm

m
, 0, 0, · · ·

)
, {xn} ∈ ℓ2.

易证 Am ∈ B (ℓ2), 且 ‖Am‖ = 1. 从 Am 的定义可以看出 Am 为有限秩算子, 从而 Am ∈
K (ℓ2). 显然有 ‖A−Am‖ = 1

m+1
→ 0. 由上一定理知 A ∈ K (ℓ2).

定理 5.2.2 设 X,Y 为赋范空间, A ∈ K(X,Y ). 则 A∗ ∈ K (Y ′, X ′).

证明 设 M = B̄Y ′(0, 1) 为 Y ′ 的单位闭球, U = B̄X(0, 1) 为 X 的单位闭球. 为了证明 A∗

为紧算子, 仅需证 A∗(M) 为 X ′ 的相对紧集. 由于 X ′ 为 Banach 空间, 由定理 1.3.1, 仅需
证 A∗(M) 为完全有界集.

由假设 A ∈ K(X,Y ), 所以 A(U) 为 Y 的相对紧集, 因此也为完全有界集. 任取 ε > 0,
存在有限个点 x1, x2, · · · , xn ∈ U , 使得 Ax1, Ax2, · · · , Axn 构成 A(U) 的 ε

4
-网.

考虑从 Y ′ 到 Kn 的映射 T :

Tg = (g (Ax1) , g (Ax2) , · · · , g (Axn)) , g ∈ Y ′.

在 Kn 上赋子范数

‖(y1, y2, · · · , yn)‖2 =

(
n∑

k=1

|yk|2
)1/2

.

易见 T 为有界线性算子. 又 T 显然是有限秩算子, 所以 T ∈ K (Y ′,Kn). 因此 T (M) 为 Kn

中的相对紧集, 于是也是完全有界集. 存在 g1, g2, · · · , gm ∈ M , 使得

Tg1, T g2, · · · , T gm

为 T (M) 的 ε
4
-网. 下证 A∗g1, A

∗g2, · · · , A∗gm 构成了 A∗(M) 的 ε-网.
设 g ∈ M . 存在 1 ⩽ j ⩽ m, 使得 ‖Tg − Tgj‖2 <

ε
4
. 此时, 任取 1 ⩽ i ⩽ n, 成立

|g (Axi)− gj (Axi)| ⩽ ‖Tg − Tgj‖2 <
ε

4
.
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任取 x ∈ U,Ax ∈ A(U). 存在 1 ⩽ i ⩽ n, 使得 ‖Ax−Axi‖ < ε
4
. 从而有

|g(Ax)− gj(Ax)| ⩽ |g(Ax)− g (Axi)|

+ |g (Axi)− gj (Axi)|+ |gj (Axi)− gj(Ax)|

因此

⩽‖g‖ ‖Ax−Axi‖+
ε

4
+ ‖gi‖ ‖Axi −Ax‖

⩽ε

4
+

ε

4
+

ε

4
<

3ε

4

‖A∗g −A∗gj‖ = sup
x∈U

|(A∗g −A∗gj) (x)|

= sup
x∈U

|g(Ax)− gj(Ax)| ⩽
3ε

4
< ε

这就证明了 A∗g1, A
∗g2, · · · , A∗gm 为 A∗(M) 的 ε− 网. 从而 A∗ ∈ K (Y ′, X ′).

为了研究紧算子谱的性质, 我们需要建立下述引理.

引理 5.2.1 设 X 为赋范空间, N 为 X 的有限维线性子空间. 则存在 X 的闭线性子空间

M , 使得 X = M ⊕N . 即任给 x ∈ X, 存在唯一的 y ∈ M, z ∈ N , 使得 x = y + z.

证明 设 {e1, e2, · · · , en} 为 N 的 Hamel 基. 任取 x ∈ N , 存在唯一的系数

a1(x), a2(x), · · · , an(x) ∈ K,

使得

x = a1(x)e1 + a2(x)e2 + · · ·+ an(x)en.

显然每个 ai 都是 N 上的线性泛函. 由于 N 为有限维空间, 由定理 2.4.3, ai ∈ N ′. 由
Hahn-Banach 定理, 存在 fi ∈ X ′, 使得 fi|N = ai. 令

M =
n⋂

i=1

N (fi) .

由于 fi ∈ X ′, 所以每个 N (fi) 都为 X 的闭线性子空间, 因此 M 也是 X 的闭线性子空间.
下证 X = M ⊕N . 若 x ∈ X, 令

z = f1(x)e1 + f2(x)e2 + · · ·+ fn(x)en ∈ N.

则任取 1 ⩽ i ⩽ n, 有
fi(x− z) = fi(x)− fi(z) = 0.

因此 y = x− z ∈ M . 我们有 x = y+ z, 其中 y ∈ M, z ∈ N . 若 x ∈ M ∩N . 则由于 x ∈ N ,
存在 αi ∈ K, 使得

x = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen.

又由于 x ∈ M , 所以任取 1 ⩽ i ⩽ n, 有 fi(x) = 0. 而 fi(x) = αi. 因此 x = 0. 这就证明了
X = M ⊕N .
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定理 5.2.3 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ K(X), λ 6= 0. 则 dim(N(λ − A)) < ∞, 且
R(λ−A) 为 X 的闭线性子空间.

证明 由于 λ−A = λ(1−A/λ), 且 A/λ ∈ K(X), 因此不妨假设 λ = 1.
任取 xn ∈ N(1 − A), ‖xn‖ ⩽ 1. 则 Axn = xn. 由于 A 为紧算子, 所以 {Axn} 有

收敛子列, 即 {xn} 有收敛子列 xnk
→ x ∈ X. 此时有 Axnk

→ Ax. 因此 Ax = x, 即
x ∈ N(1 − A). 我们证明了 N(1 − A) 单位闭球中的任意序列均有子列在 N(1 − A) 收敛.
由定理 2.3.3, N(1−A) 为有限维线性空间.
为了证明 R(1−A) 为 X 的闭线性子空间, 考虑 N = N(1−A). 由已经证明的结论, N

为 X 的有限维线性子空间. 利用上一引理, 存在 X 的闭线性子空间 M , 使得 X = M ⊕N .
考虑映射

B :M → X

x 7→ (1−A)x.

若 x ∈ M 使得 Bx = 0,则 (1−A)x = 0,因此 x ∈ N = N(1−A). 从而 x ∈ M ∩N . 所以有
x = 0. 这就证明了 B 为单射. 又由于任取 x ∈ N , 有 (1−A)x = 0, 所以 R(B) = R(1−A).
要证 R(1−A) 为 X 的闭线性子空间, 仅需证 R(B) 在 X 为闭线性子空间.

下证存在 a > 0, 使得
a‖x‖ ⩽ ‖Bx‖, x ∈ M. (5.7)

若不然, 任取 n ⩾ 1, 存在 xn ∈ M, ‖xn‖ = 1, ‖Bxn‖ < 1
n

. 此时有 Bxn → 0, 或等价地,
xn − Axn → 0.A 为紧算子, {xn} 为有界列, 所以 {Axn} 有收玫子列 Axnk

→ y. 由于
Bxn = xn − Axn → 0 , 所以 xnk

→ y. 由于 M 为闭集, xnk
∈ M , 所以由定理 1.3.2 知

y ∈ M . 我们有 By = (1−A)y = 0. 利用 B 为单射可得 y = 0. 即 xnk
→ 0. 但 ‖xnk

‖ = 1,
矛盾! 这就证明了式 (5.7). 设 xn ∈ M , 使得 Bxn → y, 则 {Bxn} 为柯西列. 若 m,n ⩾ 1,
利用式 (5.7) 有 a ‖xn+m − xn‖ ⩽ ‖Bxn+m −Bxn‖ .

因此 {xn} 也为柯西列. M 为 X 的闭线性子空间, 从而为 Banach 空间. 因此存在
x ∈ M , xn → x. 此时有 Bxn → Bx. 由极限的唯一性知 y = Bx ∈ R(B). 由定理 1.3.2 知
R(B) 是闭集, 从而 R(1−A) 为闭集.

引理 5.2.2 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ B(X), λ1, λ2, · · · , λn ∈ σp(A) 两两不等, xi ∈
N (λi −A) , xi 6= 0. 则 {x1, x2, · · · , xn} 线性无关.

证明 用数学归纳法来证明这个结论. 单点集 {x1} 显然线性无关. 所以当 n = 1 时引理结

论成立. 假设引理结论在 n = k 时成立, 即 {x1, x2, · · · , xk} 为线性无关的, 下面来证明

{x1, x2, · · · , xk, xk+1}

也线性无关. 设 a1, a2, · · · , ak+1 ∈ K, 使得

a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk + ak+1xk+1 = 0. (5.8)
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上式两边同时用 A 作用有

λ1a1x1 + λ2a2x2 + · · ·+ λkakxk + λk+1ak+1xk+1 = 0. (5.9)

将式 (5.8) 乘以 λk+1 后再与式 (5.9) 作差可得

(λk+1 − λ1) a1x1 + (λk+1 − λ2) a2x2 + · · ·+ (λk+1 − λk) akxk = 0.

由归纳假设, {x1, x2, · · · , xk} 线性无关, 因此上式左端线性组合中的系数均为 0. 由于
λ1, λ2, · · · , λk 两两不等, 所以任给 1 ⩽ i ⩽ k 有 ai = 0. 利用式 (5.8) 可得 ak+1xk+1 = 0.
由于 xk+1 6= 0 , 所以 ak+1 = 0. 这就证明了 {x1, x2, · · · , xk+1} 为线性无关的. 这说明引理
的结论在 n = k+ 1 时也成立. 因此任取 n ⩾ 1, {x1, x2, · · · , xn} 线性无关.

定理 5.2.4 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ K(X). 则
(1) σ(A)\{0} ⊂ σp(A);
(2) σ(A) 为至多可数集, 且 0 为其唯一可能的聚点;
(3) 若 dim(X) = ∞, 则 0 ∈ σ(A).

证明 (1) 设 λ 6= 0. 若 λ /∈ σp(A), 则 λ− A 为单射. 下面证明 λ−A 也为满射. 若 n ⩾ 1,
则存在 B ∈ B(X), 使得 (λ−A)n = λn−AB. 此时 AB ∈ K(X). 由上一定理 R ((λ−A)n)

为 X 的闭线性子空间．显然有

R
(
(λ−A)n+1

)
⊂ R ((λ−A)n) .

假设 λ−A 不为满射, 所以 R(λ−A) & X. 又由于 λ−A 为单射, 所以

R
(
(λ−A)2

)
& (λ−A)(X) = R(λ−A).

进一步地, 任取 n ⩾ 1, 都有

R
(
(λ−A)n+1

)
& R ((λ−A)n) .

利用引理 2.3.2 可以找到 yn ∈ R ((λ−A)n) , ‖yn‖ = 1, 使得

ρ
(
yn, R

(
(λ−A)n+1

))
⩾ 1

2
. (5.10)

若 m > n, 则易见 (λ−A)yn − (λ−A)ym + λym ∈ R ((λ−A)n+1). 因此利用式 (5.10) 有

‖Ayn −Aym‖ = ‖λyn − ((λ−A)yn − (λ−A)ym + λym)‖

= |λ|
∥∥∥∥yn − 1

λ
((λ−A)yn − (λ−A)ym + λym)

∥∥∥∥ ⩾ |λ|
2
.

这与 A 的紧性矛盾! 故 λ − A 为满射, 因此为一一映射. 即 λ ∈ ρ(A). 这样证明了若
λ /∈ σp(A)\{0}, 则 λ /∈ σ(A), 或等价地, σ(A)\{0} ⊂ σp(A).

(2) 设 t > 0, 下面证明
{λ : λ ∈ σ(A), |λ| ⩾ t}
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为有限集. 若不然, 存在两两不等的一列元 λn ∈ σ(A), |λn| ⩾ t. 由已经证明的第一个
结论, λn ∈ σp(A). 设 xn ∈ X,xn 6= 0, Axn = λnxn. 则任取 n ⩾ 1, 由引理 5.2.2 知
{x1, x2, · · · , xn} 线性无关.
令 Mn = span {x1, x2, · · · , xn}. 则 dim (Mn) = n < ∞. 因此由定理 2.3.1,Mn 为 X 的

闭线性子空间. 显然有 Mn & Mn+1. 利用引理 2.3.2, 存在 yn ∈ Mn, ‖yn‖ = 1, 且

ρ (yn,Mn−1) ⩾
1

2
. (5.11)

若 yn = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn, 则

(λn −A) yn =a1 (λn − λ1)x1 + a2 (λn − λ2)x2

+ · · ·+ an (λn − λn−1)xn−1 ∈ Mn−1.
(5.12)

设 m > n, 则利用式 (5.11) 及式 (5.12) 有

‖Aym −Ayn‖ = ‖λmym − ((λm −A) ym +Ayn)‖

= |λm|
∥∥∥∥ym − 1

λm

((λm −A) ym +Ayn)

∥∥∥∥ ⩾ t

2
.

在上式中我们用到了 A (Mn) ⊂ Mn 这个事实. 上式显然与 A 的紧性矛盾. 这样就证明了任
取 t > 0,

{λ : λ ∈ σ(A), |λ| ⩾ t}

为有限集. 所以 0 是 σ(A) 唯一可能的聚点. 又

σ(A)\{0} =
∞⋃

n=1

{
λ : λ ∈ σ(A), |λ| ⩾ 1

n

}
.

所以 σ(A) 为至多可数集.
(3) 若 dim(X) = ∞, 假设 0 ∈ ρ(A). 则 A 为一一映射, 且 A−1 ∈ B(X). 由于紧算子

与有界线性算子的复合算子仍为紧算子, 利用 A ∈ K(X), 则有 IX = AA−1 ∈ K(X). 这
意味着 X 的任意有界列都有收敛子列, 因此 X 的单位闭球为紧集, 利用定理 2.3.3 可得
dim(X) < ∞, 矛盾! 因此 0 ∈ σ(A).

定义 5.2.2 设 X 为赋范空间.
(1) 若 M ⊂ X, 令 ⊥M = {f ∈ X ′ : f |M = 0}.
(2) 若 N ⊂ X ′, 令 N⊥ = {x ∈ X : ∀f ∈ N, f(x) = 0}. 容易验证 ⊥M 为 X ′ 的闭线性

子空间, N⊥ 为 X 的闭线性子空间.

定理 5.2.5 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ K(X), λ 6= 0. 则
(1) R(λ−A) = N (λ−A∗)

⊥;
(2) R (λ−A∗) = ⊥N(λ−A).

证明 (1)设 y ∈ R(λ−A),则存在 x ∈ X, (λ−A)x = y. 设 f ∈ N (λ−A∗),即 (λ−A∗) f =

0. 则
f(y) = f((λ−A)x) = [(λ−A)∗f ] (x) = [(λ−A∗) f ] (x) = 0.
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因此 y ∈ N (λ−A∗)
⊥. 从而 R(λ−A) ⊂ N (λ−A∗)

⊥.
反之, 设 y ∈ N (λ−A∗)

⊥, 假设 y /∈ R(λ − A). 由定理 5.2.3 知 R(λ − A) 为 X

的闭线性子空间. 利用定理 4.1.7, 存在 f ∈ X ′, 使得 f |R(λ−A) = 0, f(y) 6= 0. 任取
x ∈ X, f((λ−A)x) = 0 ,或等价地, [(λ−A∗) f ] (x) = 0. 由 x的任意性有 (λ−A∗) f = 0,即
f ∈ N (λ−A∗). 由假设 y ∈ N (λ−A∗)

⊥. 所以应有 f(y) = 0, 矛盾! 因此有 y ∈ R(λ−A).
我们证明了 N (λ−A∗)

⊥ ⊂ R(λ−A). 因此 R(λ−A) = N (λ−A∗)
⊥.

(2) 设 f ∈ R (λ−A∗). 则存在 g ∈ X ′, (λ−A∗) g = f . 设 x ∈ N(λ−A), 则

f(x) = [(λ−A∗) g] (x) = g((λ−A)x) = 0.

因此 y ∈⊥⊥ N(λ−A). 从而有 R (λ−A∗) ⊂⊥ N(λ−A).
反之, 设 f ∈⊥⊥ N(λ − A). 令 M = N(λ − A), 由定理 5.2.3,M 为 X 的闭线性子空

间. 考虑有界线性算子 λ−A : X → X 的商映射

ϕ = λ ' A : X/M → R(λ−A),

即每取 x ∈ X, 定义 ϕ(x̃) = (λ− A)(x). 可证 ϕ(x̃) 的定义与 x 的选取无关. ϕ ∈ B(X/M ,
R(λ− A)), 且 ϕ 为一一映射. 由于 X/M,R(λ− A) 均为 Banach 空间, 利用开映射定理有
ϕ−1 ∈ B(R(λ−A), X/M).

先在 R(λ−A) 上定义一个线性泛函 g : 若 y ∈ R(λ−A), 则 ϕ−1y ∈ X/M , 再在 ϕ−1y

所代表的等价类里任取一个点 x, 令 g(y) = f(x). 下面首先证明 g(y) 的定义与 x 的选取

无关. 事实上, 若 x′ 也在 ϕ−1y 所代表的等价类里, 则 x − x′ ∈ M = N(λ − A), 又由假设
f ∈⊥⊥ N(λ−A), 因此 f (x− x′) = 0, 或等价地, f(x) = f (x′).

由 g 的定义, 有
|g(y)| = |f(x)| ⩽ ‖f‖‖x‖.

由商范数的定义有

|g(y)| ⩽ ‖f‖‖x̃‖.

而 x̃ = ϕ−1y, 所以 |g(y)| ⩽ ‖f‖ ‖ϕ−1‖ ‖y‖. 这说明 g ∈ R(λ − A)′. 由 Hahn-Banach 定理,
存在 g0 ∈ X ′, 使得 g0|R(λ−A) = g. 下面证明

(λ−A∗) g0 = f.

为此设 x ∈ X, 则

[(λ−A∗) g0] (x) = g0((λ−A)x) = g((λ−A)x) = f(x).

即 (λ−A∗) g0 = f . 因此 f ∈ R (λ−A∗). 从而 ⊥N(λ−A) ⊂ R (λ−A∗). 综合以上证明有

R (λ−A∗) = ⊥N(λ−A).
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引理 5.2.3 设 X 为赋范空间.
(1)若 e1, e2, · · · , en为X 中线性无关的元,则存在 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn ∈ X ′,使得任给 1 ⩽ i,

j ⩽ n, ϕi (ej) = δij .
(2)若 f1, f2, · · · , fn为X ′中线性无关的元,则存在 x1, x2, · · · , xn ∈ X,使得任给 1 ⩽ i,

j ⩽ n, fi (xj) = δij .

证明 (1) 考虑 M = span {e1, e2, · · · , en}. 由于 {e1, e2, · · · , en} 线性无关, 所以任取 x ∈
M , 存在唯一的系数 a1(x), a2(x), · · · , an(x) ∈ K, 使得

x = a1(x)e1 + a2(x)e2 + · · ·+ an(x)en.

若 1 ⩽ i ⩽ n, ai 显然是 M 上的线性泛函, 由于 dim(M) = n < ∞, 利用定理 2.4.3, ai ∈ M ′.
由 Hahn-Banach 定理, 存在 ϕi ∈ X ′, 满足 ϕi|M = ai. 若 1 ⩽ j ⩽ n, 则有 ϕi (ej) =

ai (ej) = δij .
(2) 用数学归纳法来证明这个结论. 当 n = 1 时, f1 6= 0, 所以存在 x1 ∈ X 满足

f1 (x1) = 1. 假设要证命题对 n = k 成立. f1, f2, · · · , fk+1 为 X ′ 中线性无关元, 由归纳假
设存在 x1, x2, · · · , xk ∈ X, 使得任给 1 ⩽ i, j ⩽ k, fi (xj) = δij .
考虑 M =

⋂k
i=1 N (fi). 下证存在 x ∈ M , 使得 fk+1(x) 6= 0. 若不然, 任取 x ∈ M , 均

有 fk+1(x) = 0. 若 x ∈ X, 考虑

y = x−
k∑

i=1

fi(x)xi

易证任取 1 ⩽ i ⩽ k, 有 fi(y) = 0, 即 y ∈ M . 因此 fk+1(y) = 0, 或等价地, 有

fk+1(x) =
k∑

i=1

fi(x)fk+1 (xi) =

(
k∑

i=1

fk+1 (xi) fi

)
(x).

这说明

fk+1 =
k∑

i=1

fk+1 (xi) fi.

这与 {f1, f2, · · · , fk+1} 线性无关这个假设矛盾. 因此存在 xk+1 ∈ M , 使得 fk+1 (xk+1) = 1.
对于 1 ⩽ i ⩽ k, 令 x′

i = xi − fk+1 (xi)xk+1. 则

fk+1 (x
′
i) = fk+1 (xi)− fk+1 (xi) fk+1 (xk+1) = 0.

若 1 ⩽ j ⩽ k, 则有

fj (x
′
i) = fj (xi)− fk+1 (xi) fj (xk+1) = fj (xi) = δij .

我们证明了 x′
1, x

′
2, · · · , x′

k, xk+1 满足引理要求, 即要证结论在 n = k + 1 时也成立. 于是对
所有 n ⩾ 1, 要证结论都成立.
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定理 5.2.6 设 X 为复 Banach 空间, A ∈ K(X), λ 6= 0. 则
(1) σ(A) = σ (A∗);
(2) 若 λ ∈ σp(A), µ ∈ σ (A∗) , λ 6= µ, x ∈ N(λ−A), f ∈ N (λ−A∗), 则 f(x) = 0;
(3) dim(N(λ−A)) = dim (N (λ−A∗)).

证明 (1) 由定理 5.2.2, A∗ ∈ K (X ′). 若 dim(X) < ∞, 则 dim (X ′) = dim(X) < ∞. 若
λ ∈ ρ(A), 则 λ−A 为单射, 即 N(λ−A) = {0}. 由定理 5.2.5 知

R (λ−A∗) = ⊥N(λ−A) = X ′,

即 λ− A∗ 为满射. 由于 X ′ 为有限维空间, 这意味着 λ− A∗ 为一一映射, 所以 λ ∈ ρ (A∗).
反之, 若 λ ∈ ρ (A∗), 则 λ − A∗ 为一一映射, 特别地, λ − A∗ 为满射. 由定理 5.2.5 知
⊥N(λ − A) = X ′, 由 Hahn-Banach 定理易得 N(λ − A) = {0}. 即 λ − A 为单射, 由于
dim(X) < ∞, 所以 λ − A 为一一映射, 即 λ ∈ ρ(A). 我们证明了 ρ(A) = ρ (A∗), 因此有
σ(A) = σ (A∗).
下设 dim(X) = ∞. 此时 dim (X ′) = ∞, 由于 A ∈ K(X), A∗ ∈ K (X ′), 利用定理 5.2.4

有 0 ∈ σ(A), 0 ∈ σ (A∗). 下设 λ 6= 0.
若 λ ∈ ρ(A), 则 λ−A 为满射, 即 R(λ−A) = X. 由定理 5.2.5, 有 N (λ−A∗)

⊥
= X,

此时易得 N (λ−A∗) = {0}. 即 λ − A∗ 为单射, 从而 λ /∈ σp (A
∗), 利用定理 5.2.4 有

λ ∈ ρ (A∗).
反之, 若 λ ∈ ρ (A∗), 则 R (λ−A∗) = X ′. 由定理 5.2. 5,⊥N(λ − A) = X ′, 由 Hahn-

Banach 定理易得 N(λ − A) = {0}. 即 λ − A 为单射, 由于 A ∈ K(X), 利用定理 5.2.4 有
λ ∈ ρ(A).
我们证明了 ρ(A) = ρ (A∗), 因此有 σ(A) = σ (A∗).
(2) 由于 Ax = λx,A∗f = µf , 所以

λf(x) = f(Ax) = [A∗(f)] (x) = (µf)(x) = µf(x).

由于 λ 6= µ, 故有 f(x) = 0.
(3) 由于 A,A∗ 均为紧算子, 所以由定理 5.2.3 知

dim(N(λ−A)) < ∞,dim (N (λ−A∗)) < ∞.

记 dim(X) = n,dim (X ′) = n∗. 我们首先证明 n∗ ⩽ n. 若 n∗ = 0, 则显然有 n∗ ⩽ n. 若
n = 0, 则 λ − A 为单射, 又由于 λ 6= 0, 所以应用定理 5.2.4 知 λ ∈ ρ(A). 由已经证明的结
论有 ρ(A) = ρ (A∗), 所以 λ ∈ ρ (A∗), 从而 λ− A∗ 为单射, 或等价地, n∗ = 0. 此时 n∗ ⩽ n

也成立. 下设 n ⩾ 1, n∗ ⩾ 1.
假设 n < n∗. 设 {x1, x2, · · · , xn}为N(λ−A)的 Hamel基,由上一引理,存在 g1, g2, · · · ,

gn ∈ X ′, 满足
gi (xj) = δij , 1 ⩽ i, j ⩽ n. (5.13)
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设 {f1, f2, · · · , fn∗} 为 N (λ−A∗) 的 Hamel 基, 应用上一引理, 存在 y1, y2, · · · , yn∗ ∈ X,
使得

fi (yj) = δij , 1 ⩽ i, j ⩽ n∗. (5.14)

考虑

F (x) =
n∑

i=1

gi(x)yi, x ∈ X.

则易证 F ∈ B(X). F 显然是有限秩算子, 所以 F ∈ K(X). 因此 B = A + F ∈ K(X). 下
证 λ−B 为满射. 若 x ∈ N(λ−B), 则

(λ−A)x = F (x) =
n∑

i=1

gi(x)yi. (5.15)

设 1 ⩽ i ⩽ n, 由于 fi ∈ N (λ−A∗), 所以 (λ−A∗) f = 0. 因此

fi((λ−A)x) = [(λ−A∗) f ] (x) = 0.

式 (5.15) 两边同时用 fi 作用, 再利用式 (5.14) 有

0 = fi

(
n∑

j=1

gj(x)yj

)
= gi(x).

因此 F (x) = 0. 这说明 (λ−A)x = 0, 即 x ∈ N(λ−A). 存在 a1, a2, · · · , an ∈ C, 使得

x = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn.

若 1 ⩽ j ⩽ n, 上式两边同时用 gj 作用, 再利用式 (5.13) 有

0 = gj(x) = gj

(
n∑

i=1

aixi

)
= aj .

因此 x = 0. 我们证明了 N(λ− B) = {0}, 即 λ− B 为单射. 由于 λ 6= 0, B ∈ K(X), 应用
定理 5.2.4 有 λ ∈ ρ(B), 从而 λ−B 为满射. 由假设 n < n∗ 有 n+ 1 ⩽ n∗. 由于 λ−B 为

满射, 存在 x ∈ X, (λ−B)x = yn+1, 利用式 (5.14) 有

1 = fn+1 (yn+1) = fn+1((λ−B)x)

= fn+1[(λ−A)x]− fn+1(F (x))

= [(λ−A∗) fn+1] (x)−
n∑

i=1

gi(x)fn+1 (yi) = 0.

矛盾! 这样就证明了 n∗ ⩽ n.
通过从 X 到 X ′′ 的典范映射, X 可以视为 X ′′ 的子空间. 在这种意义下 (λ− A)∗∗ 可

以视为 λ−A 的延拓. 于是由已经证明的结论, 可以推出

dim(N(λ−A)) ⩽ dim (N(λ−A)∗∗) ⩽ dim (N ((λ−A)∗))

= dim (N (λ−A∗)) ⩽ dim(N(λ−A)).

因此有 dim(N(λ−A)) = dim (N (λ−A∗)).
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5.3 自伴算子的谱论

在本节里将研究 Hilbert空间上有界自伴算子及其谱理论. 由于有界自伴算子在应用中
特别重要, 因此其谱理论也得到了高度发展, 关于自伴算子的谱理论也是一套十分完美的理
论体系.
设 H 为 Hilbert 空间, A ∈ B(H) 称为自伴算子, 如果 A = A∗, 即

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉, x, y ∈ H.

最简单的自伴算子是正交投影. 设 M 为 H 的闭子空间, 则从 H 到 M 的正交投影 PM 为

自伴算子. 事实上, 任取 x, y ∈ H, 则有

x = PMx+ PM⊥x, y = PMy + PM⊥y,

因此

〈PMx, y〉 = 〈PMx, PMy + PM⊥y〉 = 〈PMx, PMy〉

= 〈PMx+ PM⊥x, y〉 = 〈x, PMy〉 ,

即 PM 为自伴算子. 我们首先给出自伴算子的一个刻画.

定理 5.3.1 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H). 则 A 为自伴算子当且仅当任取 x ∈
X, 〈Ax, x〉 ∈ R.

证明 若 A 为自伴算子, 则 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉. 但 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉. 因此 〈Ax, x〉 =

〈Ax, x〉. 即 〈Ax, x〉 ∈ R.
反之, 假设任取 x ∈ X, 〈Ax, x〉 ∈ R. 利用内积关于第一个变量为线性的, 关于第二个变

量为共轭线性的这两条性质, 容易验证

4〈Ax, y〉 = 〈A(x+ y), x+ y〉 − 〈A(x− y), x− y〉

+i(〈A(x+ iy), x+ iy〉 − 〈A(x− iy), x− iy〉).

而 x+ iy = i(y − ix), x− iy = −i(y + ix), 所以

4〈Ax, y〉 =〈A(y + x), y + x〉 − 〈A(y − x), y − x〉

+ i(〈A(y − ix), y − ix〉 − 〈A(y + ix), y + ix〉)

=〈A(y + x), y + x〉 − 〈A(y − x), y − x〉

− i(〈A(y + ix), y + ix〉 − 〈A(y − ix), y − ix〉)

=4〈Ay, x〉 = 4〈x,Ay〉.

在上式最后一行, 用到了 〈Ax, x〉 ∈ R 这个假设. 因此 A 为自伴算子.

定理 5.3.2 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H). 则

σ (A∗) = {λ̄ : λ ∈ σ(A)}.
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证明 若 λ ∈ ρ(A), 则 λ−A 为一一映射, 且

(λ−A)R(λ,A) = R(λ,A)(λ−A) = IH .

上式两边取伴随运算, 应用定理 3.4.3 有

R(λ,A)∗
(
λ̄−A∗) = (λ̄−A∗)R(λ,A)∗ = IH .

因此 λ̄−A∗ 也为一一映射, 即 λ̄ ∈ ρ (A∗). 这说明 {λ̄ : λ ∈ ρ(A)} ⊂ ρ (A∗). 由于 A∗∗ = A,
将已证结论应用于 A∗, 则有

{
λ̄ : λ ∈ ρ (A∗)

}
⊂ ρ (A∗∗) = ρ(A). 因此 {λ̄ : λ ∈ ρ(A)} =

ρ (A∗). 从而 σ (A∗) = {λ̄ : λ ∈ σ(A)}.

定理 5.3.3 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H) 为自伴算子. 则

‖A‖ = sup
∥x∥=1

|〈Ax, x〉|.

证明 设 r = sup∥x∥=1 |〈Ax, x〉|. 若 x ∈ H, ‖x‖ = 1, 则

|〈Ax, x〉| ⩽ ‖A‖‖x‖2 = ‖A‖.

因此 r ⩽ ‖A‖. 若 x ∈ H,x 6= 0, 则〈
A

(
x

‖x‖

)
,

x

‖x‖

〉
|⩽ r.

于是

|〈Ax, x〉| ⩽ r‖x‖2. (5.16)

上式当 x = 0 时显然也成立. 任取 x, y ∈ H, 有

4Re〈Ax, y〉 = 〈A(x+ y), x+ y〉 − 〈A(x− y), x− y〉.

所以由平行四边形等式 (3.5) 和式 (5.16), 得到

|Re〈Ax, y〉| ⩽ r

4

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
=

r

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

存在 θ ∈ [0, 2π], 使得 |〈Ax, y〉| = eiθ〈Ax, y〉, 因此

|〈Ax, y〉| = eiθ〈Ax, y〉 =
〈
A
(
eiθx

)
, y
〉
= Re

〈
A
(
eiθx

)
, y
〉

⩽ r

2

(∥∥eiθx
∥∥2 + ‖y‖2

)
=

r

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

在上式的第二行里用到了
〈
A
(
eiθx

)
, y
〉
⩾ 0 这个事实. 若 Ax 6= 0, 在上式中取 y = ∥x∥

∥Ax∥Ax

可得 ‖Ax‖ ⩽ r‖x‖. 此式当 Ax = 0 时显然也成立. 因此有 ‖A‖ ⩽ r. 这样就证明了
‖A‖ = sup∥x∥=1 |〈Ax, x〉|.

定理 5.3.4 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H) 为自伴算子. 则
(1) σ(A) ⊂ R;
(2) 任取 λ, µ ∈ σp(A), λ 6= µ, 必有 N(λ−A) ⊥ N(µ−A);
(3) σr(A) = ∅.
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证明 (1) 设 λ ∈ C, x ∈ H, 则利用 A 为自伴算子这个假设有

〈(λ−A)x, x〉 − 〈x, (λ−A)x〉 = λ‖x‖2 − 〈Ax, x〉 − λ̄‖x‖2 + 〈x,Ax〉

= 2 Im(λ)‖x‖2.
(5.17)

应用 Cauchy-Schwarz 不等式有

2| Im(λ)|‖x‖2 ⩽ 2|〈(λ−A)x, x〉| ⩽ 2‖(λ−A)x‖‖x‖. (5.18)

因此

| Im(λ)|‖x‖ ⩽ ‖(λ−A)x‖. (5.19)

假设 Im(λ) 6= 0, 由上式易见 λ−A 为单射. 下证 λ−A 还为满射, 即有 R(λ−A) = H.
首先证明 R(λ−A) = H. 若不然, R(λ−A) & H, 由定理 3.2.3, 存在 x ∈ H,x 6= 0,

x ⊥ R(λ−A). 特别地, 有 〈(λ − A)x, x〉 = 0. 应用式 (5.18) 可得 x = 0. 矛盾! 因此有
R(λ−A) = H.
再证 R(λ−A)为闭集. 为此设 yn ∈ R(λ−A), yn → y ∈ H. 存在 xn ∈ H,R(λ−A)xn =

yn. 因此 {(λ−A)xn} 为柯西列. 由式 (5.19), 得到

| Im(λ)| ‖xm − xn‖ ⩽ ‖(λ−A)xm − (λ−A)xn‖ ,

因此 {xn} 也为柯西列. 设 xn → x ∈ H, 则 (λ−A)xn → (λ−A)x. 由极限的唯一性知 y =

(λ−A)x ∈ R(λ−A). 利用定理 1.3.2 可得 R(λ−A) 为闭集. 因此

R(λ−A) = R(λ−A) = H,

即 λ − A 为满射, 从而为一一映射. 于是 λ ∈ ρ(A). 我们证明了 C\R ⊂ ρ(A), 这说明
σ(A) ⊂ R.

(2) 利用已经证明的第一个结论, λ, µ ∈ R. 设 x ∈ N(λ−A), y ∈ N(µ,A), 则 Ax = λx,
Ay = µy. 由于 A 为自伴算子, 得到

λ〈x, y〉 = 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 = 〈x, µy〉 = µ〈x, y〉.

利用假设 λ 6= µ 可得 〈x, y〉 = 0, 即 x ⊥ y. 因此 N(λ−A) ⊥ N(µ−A).
(3) 若 σr(A) 6= ∅, 取定 λ ∈ σr(A), 由已经证明的第一个结论, λ ∈ R. 由剩余谱的

定义, R(λ−A) & H. 应用定理 3.2.3 有 R(λ−A) ⊥6= {0}. 若 x ∈ R(λ−A)⊥, 则任取
y ∈ H, 利用 A 的自伴性有 0 = 〈(λ − A)y, x〉 = 〈y, (λ − A)x〉. 利用 y ∈ H 的任意性, 有
(λ− A)x = 0, 即 x ∈ N(λ− A). 因此 R(λ−A) ⊥⊂ N(λ− A). 特别地, N(λ− A) 6= {0}.
这说明 λ ∈ σp(A), 矛盾! 因此必有 σr(A) = ∅.

定义 5.3.1 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H). 定义

ω(A) = {〈Ax, x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

为 A 的数值值域. R(A) = supµ∈ω(A) |µ| 称为 A 的数值半径.
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定理 5.3.5 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H) 为自伴算子, 则
(1) σ(A) ⊂ ω(A), ω(A) ⊂ R;
(2) R(A) = ‖A‖.

证明 (1) 由于 A 为自伴算子, 应用定理 5.3.1 可得 ω(A) ⊂ R. 若 λ /∈ ω(A), 则 d =

ρ(λ, ω(A)) > 0. 若 x ∈ H,x 6= 0, 则

d ⩽
∣∣∣∣λ−

〈
A

(
x

‖x‖

)
,

x

‖x‖

〉∣∣∣∣
因此

d‖x‖2 ⩽ |λ〈x, x〉 − 〈Ax, x〉| = |〈(λ−A)x, x〉| ⩽ ‖(λ−A)x‖‖x‖.

因此

d‖x‖ ⩽ ‖(λ−A)x‖.

应用与上一定理证明类似的方法可证 λ−A为一一映射,因此 λ ∈ ρ(A). 于是 σ(A) ⊂ ω(A).
(2) 直接应用定理 5.3.3 就可以得到 R(A) = ‖A‖.

定理 5.3.6 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H) 为自伴算子. 令

mA = inf
λ∈ω(A)

λ, MA = sup
λ∈ω(A)

λ.

则 σ(A) ⊂ [mA,MA], 且 mA,MA ∈ σ(A).

证明 由于 A 为自伴算子, 所以由定理 5.3.1, 〈Ax, x〉 ∈ R. 因此 ω(A) ⊂ R, 于是 ω(A) ⊂
[mA,MA]. 由上一定理, σ(A) ⊂ ω(A), 故 σ(A) ⊂ [mA,MA].

为了证明 MA ∈ σ(A), 考虑 B = MA −A. 任取 x ∈ H, 有

〈Bx, x〉 = MA〈x, x〉 − 〈Ax, x〉 ⩾ 0.

若 t ∈ R, 则
〈B(tBx+ x), tBx+ x〉 ⩾ 0.

由于 A 为自伴算子, 所以 B 也为自伴算子, 因此

t2
〈
B2x,Bx

〉
+ 2t〈Bx,Bx〉+ 〈Bx, x〉 ⩾ 0. (5.20)

若 〈B2x,Bx〉 6= 0, 则 〈B2x,Bx〉 = 〈B(Bx), Bx〉 > 0. 因此上式左端是一个实系数二次函
数, 其判别式必为小于等于 0 的. 由此可得

〈Bx,Bx〉2 ⩽
〈
B2x,Bx

〉
〈Bx, x〉. (5.21)

若 〈B2x,Bx〉 = 0. 则由式 (5.20), 任取 t ∈ R, 有

2t〈Bx,Bx〉+ 〈Bx, x〉 ⩾ 0.
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此时一定有 〈Bx,Bx〉 = 0. 则不等式 (5.21) 也成立. 利用不等式 (5.21), 得到

‖Bx‖4 = 〈Bx,Bx〉2 ⩽
〈
B2x,Bx

〉
〈Bx, x〉 ⩽ ‖B‖3‖x‖2〈Bx, x〉.

由算子 B 的定义有

inf
∥x∥=1

|〈Bx, x〉| = 0.

所以

inf
∥x∥=1

‖Bx‖ = 0. (5.22)

假设 MA ∈ ρ(A), 则 B = MA −A 为一一映射, 因此 B−1 ∈ B(H). 若 x ∈ H, 有

‖x‖ =
∥∥B−1Bx

∥∥ ⩽
∥∥B−1

∥∥ ‖Bx‖.

所以
1

‖B−1‖
⩽ inf

∥x∥=1
‖Bx‖.

这与式 (5.22) 矛盾! 因此 MA ∈ σ(A). 类似方法可证 mA ∈ σ(A).

最后我们给出 Hilbert 空间上自伴紧算子的结构定理.

定理 5.3.7 设 H 为复 Hilbert 空间, A ∈ B(H) 为自伴紧算子. 则下列结论成立.
(1) 存在有限或无限非零实数列 λn ∈ σp(A), 使得

|λ1| ⩾ |λ2| ⩾ · · · .

若 {λn} 为无穷数列, 则 λn → 0. 相应地, 存在标准正交集 {en : n ⩾ 1} , Aen = λnen. 任取
x ∈ H 有

Ax =
∞∑

n=1

λn 〈x, en〉 en.

(2) 若 Pn 为由 H 到 Cen 上的正交投影, 则

A =
∞∑

n=1

λnPn.

(3) 若 0 /∈ σp(A), 则 {en : n ⩾ 1} 构成 H 的完全标准正交基.

证明 (1) 不妨设 A 6= 0. 由定理 5.3.3, 得到

‖A‖ = sup
∥x∥=1

|〈Ax, x〉| 6= 0,

因此 ω(A) 6= {0}, 于是有 mA 6= 0 或 MA 6= 0. 由上一定理知 mA,MA ∈ σ(A), 且 σ(A) ⊂
[mA,MA]. 若 |MA| ⩾ |mA|, 则取 λ1 = MA; 若 |mA| > |MA|, 则取 λ1 = mA. 那么 λ1 6= 0,
由定理 5.2.4, λ1 ∈ σp(A). 设 e1 ∈ H, ‖e1‖ = 1, Ae1 = λ1e1. 令 Q1 = Ce1,H1 = Q⊥

1 . 则
Q1,H1 均为 H 的闭线性子空间. 显然有 A (Q1) ⊂ Q1. 任取 x ∈ H1, y ∈ Q1, 有 Ay ∈ Q1,
利用 A 的自伴性

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 = 0.
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这说明 Ax ∈ H1. 因此 A (H1) ⊂ H1. 设 A1 = A|H1
, 则 A1 ∈ B (H1) 为自伴紧算子. 若

A1 = 0, 则任取 x ∈ H, 存在唯一的 y ∈ Q1, z ∈ H1, x = y + z. 此时

Ax = Ay +Az = Ay = λ1y = λ1 〈y, e1〉 e1 = λ1 〈x, e1〉 e1.

若 A1 6= 0, 则由以上的证明, 存在 λ2 ∈ σp (A1) \{0} ⊂ σp(A)\{0}, |λ1| ⩾ |λ2|. 取 e2 ∈ H1,
‖e2‖ = 1, A1e2 = λ2e2. 令 Q2 = span {e1, e2} ,H2 = Q⊥

2 . Q2 和 H2 均为 H 的闭线性子空

间. 由于 A (Q2) ⊂ Q2, 所以易证 A (H2) ⊂ H2. 若 A2 = A1|H2
= 0, 则易证

Ax = λ1 〈x, e1〉 e1 + λ2 〈x, e2〉 e2.

若 A2 6= 0, 则可以继续上述构造过程. 若在有限次之后有 An = 0, 则

Ax =
n∑

i=1

λi 〈x, ei〉 ei, x ∈ H.

若任取 n ⩾ 1, An 6= 0, 则 {en : n ⩾ 1} 为无穷集, 且

|λ1| ⩾ |λ2| ⩾ · · · .

由 Qn 及 Hn 的构造知 en 两两正交, Aen = λnen. 此时必有 λn → 0. 事实上, A 为紧算子,
由定理 5.2.4, σ(A) 唯一可能的聚点是 0.σ(A) 为有界无穷集, 所以 σ(A) 必有聚点. 于是 0
为 σ(A) 的聚点. 此时必有 λn → 0.

令 Q∞ = span {e1, e2, · · · },H∞ = Q⊥
∞. 则 A|H∞

= 0. 事实上, 任取 x ∈ H∞, 则
x ⊥ Q∞. 从而 x ⊥ Qn, 因此 x ∈ Hn, 又 A (Hn) ⊂ Hn. 因此

|〈Ax, x〉| =
∣∣〈A|Hn

x, x
〉∣∣ ⩽ ∥∥A|Hn

∥∥ ‖x‖2
= |λn| ‖x‖2 → 0.

即 〈Ax, x〉 = 0. 又易证 A (H∞) ⊂ H∞. 令 B = A|H∞ , 则任取 x ∈ H∞, 有 〈Bx, x〉 = 0. 任
取 x, y ∈ H∞, 成立

〈Bx, y〉 = 1

4
(〈B(x+ y), x+ y〉 − 〈B(x− y), x− y〉)

+
i
4
(〈B(x+ iy), x+ iy〉 − 〈B(x− iy), x− iy〉) = 0.

故 B = A|H∞
= 0.

任取 x ∈ H, 存在唯一的 y ∈ Q∞, z ∈ H∞, 使得 x = y + z. 此时

Ax = Ay +Az = Ay = A

(
∞∑

n=1

〈y, en〉 en

)
=

∞∑
n=1

〈y, en〉Aen

=
∞∑

n=1

λn 〈y, en〉 en =
∞∑

n=1

λn 〈x, en〉 en.
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(2) 令 Pn = PCn
. 则 Pnx = 〈x, en〉 en. 若 λn 仅有有限个, 设为 λ1, λ2, · · · , λn. 则

Ax =
n∑

i=1

λi 〈x, ei〉 ei =

(
n∑

i=1

λiPi

)
(x), x ∈ H.

即 A =
∑n

i=1 λiPi. 若 λn 有无穷多个, 则由 Bessel 不等式 (3.11), 得到∥∥∥∥∥A−
n∑

i=1

λiPi

∥∥∥∥∥
2

= sup
∥x∥=1

∥∥∥∥∥Ax−
n∑

i=1

λiPi(x)

∥∥∥∥∥
2

= sup
∥x∥=1

∥∥∥∥∥
∞∑

i=1+n

λi 〈x, ei〉 ei

∥∥∥∥∥
2

= sup
xx=1i=1+n

∞∑
i

|λi|2 |〈x, ei〉|2

⩽ |λn+1|2 sup
∥x∥=1

‖x‖2 = |λn+1|2 → 0.

即 A =
∑∞

i=1 λiPi.
(3) 若 0 /∈ σp(A), 则 A 为单射. 若 x ∈ H, 使得任取 n ⩾ 1 有 x ⊥ en, 则

Ax =
∞∑

n=1

λn 〈x, en〉 en = 0.

利用 A 为单射可得 x = 0. 从而 {en : n ⩾ 1} 为完全标准正交基.

习题 5

以下假设 X 为复 Banach 空间.
1. 设 v ∈ C[0, 1] 固定, 考虑 C[0, 1] 上的算子 (Ax)(t) = v(t)x(t), 求 σ(A).
2. 设 a < b. 求一个有界线性算子 A ∈ B(C[0, 1]), 使得 σ(A) = [a, b].
3. 设 A ∈ B(X). 求证: 当 |λ| → ∞ 时, R(λ,A) → 0.
4. 设 Tn, T ∈ B(X), 且 ‖Tn − T‖ → 0, λ0 ∈ ρ(T ). 求证: 当 n 足够大时, λ0 ∈ ρ (Tn),

且 limn→∞ R (λ0, Tn) = R (λ0, T ) .

5. 设 A : ℓ∞ → ℓ∞ 定义为

A (x1, x2, x3, · · · ) = (x2, x3, x4, · · · ) .

求证:
(1) 若 |λ| > 1, 则 λ ∈ ρ(A);
(2) 若 |λ| ⩽ 1, 则 λ ∈ σp(A), 此时求出相应的特征空间.
6. 设 A : ℓ2 → ℓ2 定义为

A (x1, x2, x3, · · · ) = (x2, x3, x4, · · · ) .

若 |λ| = 1, 此时 λ 还是 A 的特征值吗?
7. 设 A ∈ B(X),m ⩾ 1, λ 为 Am 的特征值. 求证: λ 的某个 m 次方根是 A 的特征值.
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8. 设 A ∈ B(X) 满足 A2 = A,A 6= 0, I. 求证: σ(A) = {0, 1}.
9. 设 A,B ∈ B(X), λ ∈ ρ(A)

⋂
ρ(B). 求证:

R(λ,A)−R(λ,B) = R(λ,A)(B −A)R(λ,B).

10. 设 A ∈ B(X), p 为多项式. 证明下述命题相互等价:
(1) 任取 y ∈ X, 存在唯一的 x ∈ X 满足 p(A)x = y;
(2) 任给 λ ∈ σ(A), p(λ) 6= 0.
11. 设 X 为非零复 Banach 空间, A ∈ B(X). 若存在 m ⩾ 1, 使得 Am = 0, 则称 A 为

幂零算子. 若 A 为幂零算子, 求 σ(A).
12. 考虑 B(X) 的子集 G = {A ∈ B(X) : A 为一一映射 }. 求证: G 为 B(X) 的开集.
13. 设 A,B ∈ B(X), 且 AB = BA. 求证:

r(AB) = r(BA) ⩽ r(A)r(B).

14. 设 A ∈ K(X), λ 6= 0. 求证:
(1) 任取 n ⩾ 1, N ((λ−A)n) ⊂ N ((λ−A)n+1);
(2) 存在 n0 ⩾ 1, 使得 N ((λ−A)n0) = N ((λ−A)n0+1), 且任取 m ⩾ 1,

N ((λ−A)n0) = N
(
(λ−A)n0+m

)
.

15. 设 A ∈ K(X), λ 6= 0. 求证:
(1) 任取 n ⩾ 1, R ((λ−A)n+1) ⊂ R ((λ−A)n);
(2)存在 n0 ⩾ 1,使得R ((λ−A)n0) = R ((λ−A)n0+1),且任取m ⩾ 1, R ((λ−A)n0) =

R ((λ−A)n0+m).
16. 考虑 C[0, 1] 上的算子 (Ax)(t) = tx(t). 求证: A 不为紧算子.
17. 设 A ∈ B(X) 为紧算子, 且 A2 = A. 求证: dim(R(A)) < ∞.
18. 设 Y 为 X 的线性子空间, A ∈ B(X). 称 Y 为 A 的不变子空间, 若 T (Y ) ⊂ Y . 求

证:
(1) A 的特征空间均是 A 的不变子空间;
(2) 若 Y 为 A 的不变子空间, 则 Ȳ 也是 A 的不变子空间;
(3) 任取 n ⩾ 1, N (Am) 和 R (Am) 都是 A 的不变子空间;
(4) 若 B ∈ B(X), 使得 BA = AB, 则 N(B) 和 R(B) 均是 A 的不变子空间.
19. 设 A ∈ B(X), Y 为 A 的不变闭子空间, 设 B = A|Y . 求证:
(1) 若 A 为紧算子, 则 B 也为紧算子;
(2) 若 A 为自伴算子, 则 B 也为自伴算子;
(3) σp(B) ⊂ σp(A);
20. 设 H 是 Hilbert 空间, T ∈ B(H). 求证: T 为到 H 某一闭子空间的正交投影当且

仅当 T 为自伴算子且 T 为幂等的, 即 T 2 = T .
21. 设 H 是 Hilbert 空间, M 为 H 的闭线性子空间, A 为从 H 到 M 上的正交投影.

求: mA 和 MA.
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22. 设 H 为非零 Hilbert 空间, A ∈ B(X) 为自伴紧算子. 求证: σp(A) 6= ∅.
23. 考虑 ℓ2 上的有界线性算子:

A (x1, x2, x3, · · · ) = (λ1x1, λ2x2, λ3x3, · · · ) .

其中 λi ∈ R 为有界列, a = infi⩾1, b = supi⩾1 λi. 求证: 任取 i ⩾ 1, λi ∈ σp(A). 问: 在什么
情形下有 σ(A) = [a, b] ?

24. 设 H 为 Hilbert 空间, A ∈ B(H), {e1, e2, · · · } 为 H 的完全标准正交序列. 求证:
A 为自伴算子当且仅当

〈Aei, ej〉 = 〈ei, Aej〉 , i, j ⩾ 1.



附录 A 半序集和 Zorn 引理

定义 A.0.1 设 X 为非空集合, ≼ 是定义在 X 中某些元素间的一种关系, 若 ≼ 满足:
(1) ∀x ∈ X,x ≼ x, (自反性);
(2) ∀x, y ∈ X, 若 x ≼ y 且 y ≼ x, 则 x = y (对称性);
(3) ∀x, y, z ∈ X, 若 x ≼ y 且 y ≼ z, 则 x ≼ z (传递性).
则称 ≼ 为 X 上的半序, 也称为偏序, 序对 (X,≼) 称为半序集或编序集. 若 x ≼ y, 则

称 x 小于等于 y. 若任取 x, y ∈ X, x ≼ y 和 y ≼ x 至少有一项是成立的, 则称 ≼ 为全序,
此时称 X 为全序集.

若 X 为半序集, 则有可能存在 x, y ∈ X, 使得 x ≼ y 和 y ≼ x 均不成立, 即 x, y 不可

以比较大小.
设X 为非空集合,令 P(X)为X 所有子集构成的集合. 若M,N ∈ P(X),定义M ≼ N

当且仅当 M ⊂ N . 则易证这样定义的 ≼ 为 P(X) 上的半序. 这样的半序集 (P(X),≼) 一

般不为全序集. 在 R 上考虑通常的大小关系, 则 R 为全序集.
若 X 为半序集, M ⊂ X 为非空子集, x ∈ X 称为 M 的上界, 如果任给 y ∈ M , 都有

y ≼ x. a ∈ X 称为 X 的极大元, 如果任取 y ∈ X, 满足 a ≼ y, 则必有 a = y.
很多实际问题需要确定半序集极大元的存在性, 但一般来讲, 极大元可能根本不存在.

Zorn 引理给出了半序集具有极大元的一个充分条件.

引理 A.0.1 (Zorn) 设 X 为非空半序集. 若 X 的任意非空全序子集均有上界, 则 X 必有

极大元.
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附录 B 集合的势与可数集

定义 B.0.1 设 A,B 为集合, 若存在一一映射 T : A → B, 则称 A 和 B 等势. 与 N 等势的
集合称为可数集, 也称为可列集.

若 A 和 B 均为有限集, 则 A 和 B 等势当且仅当 A 和 B 具有相同的元素个数. 如果
A 和 B 为无穷集且 A 和 B 等势, 我们也可以理解为 A 和 B 具有相同的元素个数.
从定义可以看出, 若 A 和 B 等势, 则 B 和 A 也等势. 事实上, 若 T : A → B 为一一映

射, 则 T−1 : B → A也为一一映射. 若 A和 B 等势, B 和 C 等势, 则 A和 C 也等势. 事实
上, 若 T : A → B 和 S : B → C 为一一映射, 则复合映射 S ◦ T : A → C 也为一一映射. 特
别地, 若 A 为可数集且 A 和 B 等势, 则 B 也为可数集. 我们称可数集具有可数多个元素.
若 A 为有限集或是可数集, 则称 A 为至多可数集. 不为至多可数集的集合称为不可数集.
设 A 为可数集, 则存在一一映射 T : N → A. 对于 n ∈ N, 令 an = T (n), 由于 T 为满

射, 所以
A = {a1, a2, a3, · · · } .

利用 T 为单射可得: 任取 m 6= n, 有 am 6= an, 即 an 两两不等. 反之, 假设无穷集 A 可以

表示为 A = {a1, a2, a3, · · · }, 且 an 两两不等, 则 A 必为可数集. 事实上, 可以定义映射

T : N → A

n 7→ an.

由假设条件 an 两两不等知 T 为单射, 又 T 显然为满射, 因此 T 为一一映射. 从而 A 与 N
等势, 所以 A 为可数集. 这就给出了可数集的一个简单刻画. 利用这个可数集的刻画, 容易
证明若 A 为可数集, 则 A 的子集或者为有限集, 或者还为可数集, 即为至多可数集. 我们可
以给出很多可数集的例子.

Z 为可数集. 事实上, 显然有 Z = {0, 1,−1, 2,−2, · · · }. 所有正偶数之集 2N 为可数集,
这是由于 2N = {2, 4, 6, · · · }. 2N 是 N 的真子集, 因此无穷集可能和其子集等势. 可以证明
集合 A 与其真子集等势当且仅当 A 为无穷集.

另一个常用的可数集是有理数集 Q. 为了证明这个结论, 我们对有理数引入模的概念,
设 x ∈ Q, x = q

p
, 其中 p ∈ N, q ∈ Z, 且 p, q 互质. 令 m(x) = p + |q| 为 x 的模. 我们总有

m(x) ⩾ 1. 固定正整数 m, 模为 m 的有理数至多只有 2m − 1 个. 模为 1 的有理数只有 0
, 模为 2 的有理数是 0, 1,−1, 模为 3 的有理数是 0, 1

2
,− 1

2
, 2,−2. 我们可以首先列出模为 0

的有理数, 然后列出模为 1 的有理数, 再列出模为 2 的有理数, 依这种方式列下去, 重复出
现的就不列在之内, 因此

Q =

{
0, 1,−1,

1

2
,−1

2
, 2,−2, · · ·

}
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这说明 Q 为可数集.
现假设 A1, A2, A3, · · · 为可数多个可数集, 即每个 Ai 均为可数集. 设

Ai = {ai1, ai2, ai3, · · · } .

设 A =
⋃∞

i=1 Ai. 则 A 还为可数集. 事实上, 若 i, j ⩾ 1, 可以定义元素 aij 的下标为 i + j.
则任取 n ⩾ 1, 下标为 n 的 A 中元素仅有有限多个. 下标为 2 的 A 中元素有 a11, 下标为 3
的 A 中元素有 a12, a21, 下标是 4 的 A 中元素有 a13, a22, a31. 我们首先列出下标为 2 的 A

中元素, 然后列出下标为 3 的 A 中元素, 再列出下标为 4 的 A 中元素, 依这种方式列下去,
重复出现的就不列在之内, 因此

A = {a11, a12, a21, a13, a31, a22, · · · } .

这说明 A 仍为可数集. 因此可数个可数集的并集还为可数集. 由于可数集的子集或为有限
集或为可数集, 所以可数多个至多可数集的并集仍为至多可数集. 若 A 和 B 为可数集, 设

A = {a1, a2, a3, · · · } , B = {b1, b2, b3, · · · } .

ai 两两不等, bi 也两两不等. 考虑笛卡儿乘积

A×B = {(ai, bj) : i, j ⩾ 1} .

则 A×B 为可数集. 事实上, 任意固定 i ⩾ 1, 考虑映射

Ti :B → {ai} ×B

bj 7→ (ai, bj) .

易见 Ti 为从 B 到 {ai} × B 的一一映射. 从而 B 与 {ai} × B 等势, 由于与可数集等势的
集合仍为可数集, 所以 {ai} ×B 为可数集. 又由于可数多个可数集的并集还为可数集, 于是

A×B =
∞⋃
i=1

{ai} ×B

为可数集. 若 A1, A2, · · · , An 均为可数集, 则利用数学归纳法易证笛卡儿乘积
n∏

i=1

Ai = {{ai} : ai ∈ Ai, i = 1, 2, · · · , n}

为可数集. 特别地, Qn 为可数集.
下面我们来证明 [0, 1] 不为可数集. 任取 x ∈ [0, 1], x 有十进制小数表示

x = 0.a1a2a3 · · · .

这种十进制小数表示不唯一, 例如 0.1000 · · · = 0.09999 · · · . 为此我们约定如果 x 的十进制

表示从某一位之后全为零, 则取其循环小数表示为其十进制小数表示. 因此对于 0.1, 我们
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取 0.09999 · · · 作为其十进制小数表示. 加上这个约定之后, 任给 x ∈ [0, 1], x 有唯一的十进

制小数表示.
假设 [0, 1] 为可数集, 设 [0, 1] = {x1, x2, x3, · · · }, 每个 xi 都有十进制小数表示

xi = 0.ai1ai2ai3 · · · .

对于 n ⩾ 1 令

an =

2, amn 6= 2,

1, am = 2.

考虑 x = 0.a1a2a3 · · · ∈ [0, 1], 这个 x 的十进制小数表示不是从某一位之后全为 0 , 所以满
足上面关于十进制小数表示的约定. 存在 n0 ⩾ 1, 使得 x = xn0

. 特别地, x 和 xn0
的十进制

小数表示的第 n0 位相等, 即 an0
= an0n0

, 而这由 an 的定义是不可能成立的, 矛盾! 这样就
证明了 [0, 1] 为不可数集. 由于 [0, 1] ⊂ R, 所以 R 也为不可数集.

另一个典型的不可数集的例子是

{0, 1}N =
{
{xi} : xi = 0 或者 xi = 1, i = 1, 2, · · ·

}
.

为了证明这个结果, 我们考虑 [0, 1] 中元素的二进制小数表示. 任取 x ∈ [0, 1], x 都有二进制

小数表示

x = 0.a1a2a3 · · · ,

其中 ai 或者是 0 或者是 1. 与十进制小数表示类似, 这种二进制小数表示并不唯一. 例
如 0.1000 · · · = 0.01111 · · · . 为此我们约定如果 x 的二进制小数表示从某一位之后全为

零, 则取其循环小数表示为其二进制小数表示. 因此对于二进制小数 0.1000 · · · , 我们取
0.01111 · · · 作为其二进制小数表示. 加上这个约定之后, 任给 x ∈ [0, 1], x 有唯一的二进制

小数表示.
考虑映射

ϕ :[0, 1] → {0, 1}N

0.a1a2a3 · · · 7→ (a1, a2, a3, · · · ) .

由于 [0, 1] 中不同元素的二进制小数表示是不同的, 因此 ϕ 为单射. 由于 [0, 1] 为不可数集,
[0, 1] 通过 ϕ 的像集 ϕ([0, 1]) 也为不可数集, 于是 {0, 1}N 也为不可数集. 这是由于至多可数
集的子集均为至多可数集.
所有整系数多项式所构成的集合 P 也是可数集. 事实上, 若 n ⩾ 0, 我们令 Pn 为所有

次数小于等于 n 的整系数多项式的全体, 则显然 Pn 与 Zn+1 等势. 由于 Zn+1 为可数集, 因
而 Pn 也是可数集. 又由于 P =

⋃
n⩾0 Pn, 再利用上面已经证明的可数个可数集的并集仍为

可数集这个结论, 就可以得到集合 P 的可数性.
如果实数 r 为某个整系数多项式的根, 则称 r 为代数数. 所有代数数所构成的集合记

为 A. 若 r 为有理数, 则存在 p ∈ N, q ∈ Z 使得 r = q
p
, 易见 r 为整系数多项式 px− q = 0

的根, 从而 r ∈ A. 因此我们有 Q ⊂ A. 无理数也可能是代数数, 例如
√
2 是整系数多项式

x2− 2 = 0 的实根, 因此
√
2 ∈ A. 下面我们来说明 A 为可数集. 我们已经证明了所有整系
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数多项式所构成的集合 P 是可数集, 设 P = {p1, p2, p3, · · · }, 设 Ri 为整系数多项式 pi 的

所有实根构成的集合, 则 Ri 为有限集, 且 A =
⋃∞

i=1 Ri. 利用上面已经证明的可数个至多可
数集的并集为至多可数集这个结论, A 为至多可数集. 又由于 Q ⊂ A 及 Q 为无穷集, 可知
A 为无穷集. 从而 A 必为可数集.

不为代数数的实数称为超越数. 历史上人们曾经费尽周折来证明超越数的存在性 (如 π

和 e 的超越性), 利用上面证明的结论, 我们很容易就可以得到超越数的存在性: 由于 R 为

不可数集, A为可数集,所以所有超越数构成的集合是一个不可数集,也就是说,超越数不仅
存在, 而且超越数的个数要比代数数的个数多得多.
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